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En aquest tema estudiarem:

@ Metodes directes per a la resolucié de sistemes d'equacions
lineals (és a dir, métodes que, llevat dels errors
d’'arrodoniment, construeixen la solucié exacta en un nombre
finit de passos).

o Metodes iteratius per a la resolucié de sistemes d'equacions
lineals (és a dir, metodes que, com en el cas de zeros de
funcions, aproximen iterativament la solucié del sistema).

@ Calcul numeric de valors i vectors propis

Introduccié 1/9

Meétodes Numeérics: Algebra Lineal numerica o] “» Index General

Lluis Alseda

Introduccid

1/203

Introduccié (cont.)

Lluis Alseda

Pel que fa als sistemes lineals, considerarem sistemes com ara

X1 + X +3x4 = 4
2x1+ xo — x3+ x4 = 1
3x1 — X0 — x3+2x4=-3 [’

X1+ 2% +2x3 — xa= 4
que, matricialment, s'escriu Ax = b essent

1 1 0 3 xi 4
2 1 -1 | x B!
A=l3 1 21 2 *T el P73
1 2 2 -1 X 4

on A és la matriu de coeficients, x és el vector d’'incognites i b és
el terme independent.

Hi ha una llarga llista de sistemes lineals amb matrius de forma
especial que es resolen amb metodes ad-hoc. Per exemple matrius
triangulars, Hessenberg, diagonals, tridiagonals, pentadiagonals,
banda. ..
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Introduccié (cont.)

Analogament, una matriu A = (a;;) tal
que a; j = 0 sempre que | <

Una matriu A = (a;;) tal que a;; = 0
sempre que /i > j s'anomena triangular

superior. s'anomena triangular inferior:
al a2 - an-l ain al
a2z - a2 .n—1 az.n a1 az2
dn—1,n—1 dn—1,n an—1,1 an—1,2 dn—1,n—1
an,n an,1 an,2 ... an,n—1 dan,n

5

Una matriu A = (a;j) tal que a; j = 0 sempre que i # j s'anomena

diagonal.:
az; 0 - 0
0 a2 :
0
0 0 ann
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Introduccié (cont.)

Determinants

Primer de tot, s’ha de remarcar que el determinant no és una quantitat
gaire rellevant numeéricament. En particular, NO és una bona mesura de
“com a prop de singular” es troba una matriu. Es molt facil trobar
matrius gairebé singulars amb determinant molt gran, i també matrius
“fortament” regulars amb determinant molt petit.

Per altra banda, notem que el determinant d’una matriu triangular
A = (a;j) és el producte dels elements de la diagonal []\_, a; ;.

Aixi el metode més senzill de calcular determinants és convertir la matriu
en una matriu triangular A = (a; ;) mitjangant transformacions que
preservin el determinant (llevat del signe, que canvia cada cop que
intercanviem files). Llavors, el determinant és pot calcular com
(=1)"]["_, a;; on k denota el nombre d'intercanvis de files o columnes
que hem realitzat.

El problema és aquest enfoc és mal condicionat (ja veurem més endavant
que vol dir aixd i perque és dolent).

v
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Introduccié (cont.)

Definicid

Un sistema lineal amb matriu triangular s'anomena sistema
triangular.

Perqueé ens interessen els sistemes triangulars?

Molts metodes directes acaben reduint el sistema general a un
sistema triangular que es resol facilment, com veurem més
endavant.

Introduccié 4/9

Metodes Numérics: Algebra Lineal numérica ©050)

Lluis Alseda

Introduccié (cont.)

Observacié (inverses de matrius)

La regla basica és que mai mai mai s’ha d’invertir una matriu
(excepte en el cas de matrius molt concretes amb propietats
especials).

Aquest és un problema molt mal condicionat com mostra el
seglient exemple:

Exemple
Considerem la matriu

6566 —5202 —4040 —5524 1420 6229
4104 7449 —2518 —4588 —8841 4040
5266 —4008 6803 —4702 1240 5060
—9306 7213 5723 7961 —1981 —8834
—3782 3840 2464 —8389 9781 —3334
—6903 5610 4306 5548 —1380 3539

A=

Introduccié 6/9

Lluis Alseda Meétodes Numeérics: Algebra Lineal numérica (@)




Introduccié (cont.) Introduccié (cont.)

Exemple (cont.)

Amb aritmética de 16 digits (encara que el format d’escriptura és de 8 digits)

té com a inversa la matriu A=1: Un dels casos més freqlients en qué sembla que s’ha d’invertir una
. N / _ a—1 /
—8.6217487 - 10°  —86217.487 —862.17487 —6.0964970 - 10°  —60064.970  —609.64970 matriu pero no cal és per a calcular el producte x = A™"b on A és
—6.1574706 - 10° —61574.706 —615.74706  —4.3539892 - 10° —43539.892  —435.39892 H H n
105 . —862.29682  —8.6229682  —0.0862297 —609.73593  —6.0973593  —0.0609736 una matriu n x n | b € R .
—6.0102673 - 10° —60102.673 —601.02673  —4.2499008 - 10° —42499.008  —424.99008 , . ,
—6.0712409 - 10°  —60712.409  —607.12400  —4.2030156 - 10°  —42030.156  —429.30156 Aquest producte és equivalent a Ax = b on x és el vector que
—609.73593  —6.0973593  —0.0609736 —431.14841 —4.3114841 —0.0431148 ’ . . , .
volem calcular, que és un sistema lineal d'n equacions amb n
i A- A1 (que hauria de ser la identitat) és: incognites. Aixi, el calcul del producte de la inversa d'una matriu

1.3373 —0.009012 0.00028176 0.6079 0.001105 —0.00010799 per un vector es pot canviar per la resolucié d'un sistema

—1.8215 0.989801 —0.00012774 0.5784 —0.016475 —0.00017368 d’equacions.
05305 0.016919 1.00023071 0.3908 0.001227  0.00004949
0.5171 —0.017956 —0.00051494 1.2634 —0.002623 0.00008375 |’ , - PO nes b VeI
1.0720 0.009347 —0.00040766 1.0360 1.022710 —0.00000637 i, a més, és molt més rapid, com veurem a continuacio.
0.3041 —0.007657 —0.00032962 0.3282 —0.004138 ~ 0.99992667

Aquest procés esta mes ben condicionat que la inversié de matrius

que és un desastre de matriu identitat es miri per on es miri.
v
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Introduccié (cont.) Metodes directes per sistemes triangulars

Si no hi ha més remei que invertir una matriu com es fa?: En aquest apartat estudiarem la resolucié de sistemes lineals
triangulars superiorment i inferiorment, donat que sén cassos
particulars interessants i que molts altres métodes generals acaben
reduits a un sistema triangular.

Volem calcular una matriu X tal que AX = Id on Id denota la
matriu identitat de la mateixa dimensié que la matriu A.

Observem que si escrivim les matrius X i Id per columnes tenim:
X = ([Xl] [x] --- [Xn]) ild = ([6‘1] [e2] --- [en]) on e; denota Considerem un sistema lineal triangular superior:
I'i—éssim vector de la base canonica d'R". Llavors, |'equacié

Uil U1 v ULp—1 Ui,n X1 by
A(la] D] - [xn]) = ([er] [e2] - [en]), Ugp v U2p-1 U2, X2 by
(per les propietats del producte de matrius) és equivalent a: B
Upn—1,n—1 Un—1,n Xn—1 bn—1
Axi=e peri=12,...,n. Un,n Xn bn

Es a dir, a resoldre n sistemes lineals d'n equacions amb n
incognites tots ells amb la mateixa matriu (aixo redueix
considerablement la complexitat de calcul).

Observem que el sistema té solucié tnica si i només si tots els u; ;
sén no nuls.
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Meétodes directes per sistemes triangulars (cont.)

Un sistema triangular superior es resol fent

L Aquest procediment es
substitucié endarrere:; q P

pot formalitzar en el

X = bn seglient:
n — I
Un.n Algorisme
v _ b1 — tn—1,n% (substitucié endarrere)
n—1 = )
Upn—1,n—1 e w
ori=n=1do
xi < bj;
forj=i+1=+ndo
Xp = by — up3x3 — Upaxa — - — tanXn Xi < Xi — UjjXj;
uz o ’ end for
N by — u1pXo —U13X3 — -+ — U1 nXn endX;OT Xi/ Ui
1= .
u1,1 ’
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Un sistema lineal triangular inferior és de la forma

ha X1 by

h1 b X2 b>
In—11 Ih—12 In—1,n—1 Xn—1 bn—1

/n,l /n,2 /n,n—l /n,n Xn b

i es resol fent substitucio endavant.

Formuleu analiticament i algorismicament la substitucié endavant i
compteu el nombre d'operacions necessari per dur-la a terme.

Metodes directes per sistemes triangulars 4/5
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Metodes directes per sistemes triangulars (cont.)

Comptem el nombre d’operacions:

@ Divisions: n (una per cada valor de 7).
@ Productes: fem un producte per cada terme del sumatori:

(n—iy="=1),

i=1j=i+1 i=1 2

@ Sumes i restes: si tenim en compte la resta juntament amb les
sumes, fem una suma o resta per cada terme del sumatori.
Per tant, el nombre de sumes i restes és el mateix que el de
productes.

Si sumem totes les operacions, obtenim

n(n—1) n(n—-1)
n+ 5 + 5 =n

Metodes directes per sistemes triangulars 3/5
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Metodes directes per sistemes triangulars (cont.)

Considerem ara el cas d'un sistema diagonal:

ar1 0 ce 0 x1 bl
0 a2 X2 _ 27
0 -+ 0 am,) \X bn
amb ar1,...,ann #0.

En aquest cas la solucié és

b Algorisme
i .
Xj = — fori=1-+ndo
aj j Xi < :—";
o
end for

peri =12 ...,n.
El nombre d'operacions en aquest cas és n divisions.
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Metode de Gauss Meétode de Gauss (cont.)

resoldre sistemes lineals).

facils de fer per a un huma.
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Aquest metode pertany a la familia dels métodes directes (per

La diferencia amb |'us del métode de Gauss a qué esteu habituats
és que aqui pensarem en implementacions que siguin facils de fer
per a una maquina (és a dir, facils de programar), en comptes de

Pensant en descriure un algorisme general, desenvolupem el metode
de Gauss per resoldre un sistema lineal general 3 x 3 Ax = b, amb

1 1 1 1
A A 0
R E I BT P
1 1 1
O <

Metode de Gauss 1/11
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El primer pas del métode de Gauss és

1 1 1
2z s | b
e | b
dzo 933 by

FeF—(a$/a)) A
F—F—(a{/a)) A

on hem pres my 1 =

1 de I'eliminacié gaussiana. L'element a
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(1)
11

1 1 1 1
R I N I U
68— oo o — 1ol |0 — 162
0 af) —msaaf) al3 — mnal) | by — ms b
a5 - a5 -
?’? img1 = a{? com a multiplicadors del pas

s'anomena pivot.
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16/203

Metode de Gauss (cont.)

(2
L a, . (2
on hem pres el multiplicador m3p = =35 i aé%
.2 ’

Meétodes Numeérics: Algebra Lineal numeérica
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Anomenem A®) a aquesta darrera matriu i fem un pas més:

com a pivot.

Metode de Gauss 3/11
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1 1 1 1
A = 0 a%22) a%,z) b%z)
0 a3 a3;3 | b;
1 L@ (1) (1)
a,; a a b
R Ve Rt S 2
o i of) i
0 0 35?3) — m3,22523) b§2) m3,2b§2)
1 1 1 1
all all | b i
0 & a7 | b | =AY,
0 o0 a¥)|b?
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Metode de Gauss (cont.)

Ara, el sistema lineal original Ax = b és equivalent a AB)x

oW + oy + als = b
oDxs + axs = b2
By = b

= p(3):

que es pot resoldre mitjancant substitucié endarrere.
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Metode de Gauss (cont.)

El procediment general el podem formalitzar en el seglient

Algorisme (Métode de Gauss)

fork=1+-n—-1do

fori=k+1-+ndo
0
mix — —2&;
) RO
k,k

= Pas de la matriu AK) a la matriu ACK+D)

> Arreglem la fila i

> Multiplicador corresponent a la fila i

k+1 k k

b,( =) «— b,( ) _ mj b,<< ); > Arreglem la i—éssima component del terme independent
forj=k+1=+ndo = Columna
Ak g0 e Arreglem els el de Ia fila i columna j
hs i ik j = Arreglem els elements de la fila i columna j

end for

end for
end for

Metode de Gauss 5/11
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Metode de Gauss (cont.)

En aquest cas, el metode de Gauss es duu a terme mitjancant la
reduccié simultania de tots els termes independents. La matriu
inicial que permet fer aixo és:

1 1 1 1

al!) al) | by .. bl
A .

B Y Rt

E]

Aplicant el métode anterior amb reduccié simultania de tots els
termes independents obtenim la matriu final:

1 1 1 1
R RO R
A0 b b

Metode de Gauss 7/11
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Metode de Gauss (cont.)

Més en general, suposem que volem resoldre alhora p sistemes
lineals amb la mateixa matriu A de coeficients:

Ax1 = b1, Axo = by,

Observacio

.., Axp = bp.

Aixo és, precisament, el procediment per a invertir una matriu
(amb p = n), com hem explicat abans.

Lluis Alseda Metodes Numerics: Algebra Lineal numerica

Metode de Gauss (cont.)
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El pas d'una a I'altra es duu a terme mitjancant el seglient

Algorisme (Metode de Gauss per resoldre p sistemes simultaniament)

fork=1+-n-—1do
fori=k+1-+ndo
-
mik < &y
A,k
forj=k+1+ndo
AkHD k) mf,kaf(‘fj);
end for

i isj
forj=1+pdo
(k+1) k) (k).
b,',j — b,-(J — mi,kbk,j,
end for
end for
end for

& Pas de la matriu AKK) a la matriu ACK+1)

> Arreglem la fila i
= Multiplicador corresponent a la fila i

= Columna de la matriu

> Arreglem els elements de la fila i columna j

> Columna del terme independent

> Arreglem la fila i columna j del terme independent

Lluis Alseda Meétodes Numeérics: Algebra Lineal numeérica
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Metode de Gauss (cont.)

A continuacié comptarem el nombre d'operacions del métode de
Gauss.

Separarem el calcul del nombre de
e divisions (n’hi ha una per cada arranjament de fila) del de

@ productes i restes: els podem comptar simultaniament donat
que per cada valor de j als dos bucles més interns efectuem
tant un producte com una resta.

@ Calcul del nombre de divisions:

(n—K) = (n—1+4+1)(n—1) _ n(n—l)'

2 2

Metode de Gauss 9/11
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Metode de Gauss (cont.)

Llavors, el nombre total d'operacions és:

#{ops} = 2#{restes i productes} + #{divisions}

2n* — (3—3p)n® + (1 —3p)n  3n(n—1)
—2 +
6 6
4n3 — (3 —6p)n® + (—1 — 6p)n

6

Si p « n (per exemple per p = 1)

Si p = n (cas d'invertir una matriu)

3

3
#{ops} = 2% + O(n2).

#{ops} = 5% + 0(n?).

A molts llibres es compta una suma i un producte com una operacié, de manera

3 . N
que donen % + O(n®) com el nombre d'operacions al metode de Gauss.

v
Observacié

N,

Meétode de Gauss 11/11
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Metode de Gauss (cont.)

@ Calcul del nombre de productes i restes:

tros de la matriu

tros del terme independent

n—=1 n n—1
=3 Y (n—k+p) =D (n—Kn—k+p)
k=1i=k+1 ~—u__ k=1
no depén de i
n—1 n—1 n—1 n—1
=Y (n=kP+ D> (n—kp=>/7+p i
k=1 k=1 j=1 j=1
n 1 n(n—1)
:g(”—l)(”_E)JFP 5
2 —(3—3p)n®>+ (1-3p)n
6 Metode de Gauss 10/11
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Estrategies de pivotatge

Tal com hem descrit I'eliminacié gaussiana, podria ser que, enmig

(k)

del procés, algun dels a) i sortis zero i no poguéssim continuar.

Veurem que si det(A) # 0 existeix una fila i > k tal que a,(l;() # 0.

Aleshores cal intercanviar les files i i k (aixo déna lloc a un sistema
d’equacions lineals equivalent, que te per tant la mateixa solucid).

D'aquest procés se'n diu pivotar per files.

Proposicio

Sidet(A) # 0, I'eliminacié gaussiana es pot dur a terme pivotant
(si cal) només files.

Estratégies de pivotatge 1/11
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Estrategies de pivotatge (cont.) Estrategies de pivotatge (cont.)

Suposem que anem fent eliminacié gaussiana i obtenim pivots Armam & vane (s rediee o Fabsd que 3 e Gk o6l el que
aﬁ # 0, ag #0, ..., aik_f,)(_l # 0, agﬁ = (. af? # 0. Suposem que no. Es a dir: a,(l;) =0VYi=k-=n(que
Denotem per AX) |a matriu al comencament del pas k: implica det(B(k)) = 0). Aleshores, d'una banda,
1 1 1 1
SR . aﬁ,l . ) 0 # det(A) = det(A)X),
29 e 2
AR 000 Ehf oco Ehg e A : . e
) _ donat que per hipotesi A és no-singular, i cada pas d’eliminacié
Alk) — . :k (1) gaussiana deixa invariant el determinant. D’altra banda, d'acord
ai,,)( . ai’,), amb (1),
: : K 1) (2 k—1 K
W P det(A)K) = 3&,23573 e ai_&_l det(B)) = 0,
ayj - ann
on la submatriu requadrada, que anomenem B¥), és la part que que contradiu |"afirmacié anterior. D,
queda per reduir.
Estratégies de pivotatge 2/11 Estrategies de pivotatge 3/11

Lluis Alseda Metodes Numérics: Algebra Lineal numérica ta llice: mmons (©OS0) 27/203

Lluis Alseda Métodes Numérics: Algebra Lineal numérica ta llice: mmon: 28/203

Estrategies de pivotatge (cont.) Estrategies de pivotatge (cont.)

A més d'aixo, pivotar només quan tenim certa certesa que ay x = 0

Amb aquest procediment (o sigui, intercanviant files només si el pot donar inestabilitats numeriques, com podem veure al segiient

pivot surt zero), podem resoldre qualsevol sistema lineal I
no-singular suposant que treballem amb precisié infinita (a ma o Exemple

amb un manipulador simbdlic com Maple o Mathematica). Volem resoldre amb aritmética de punt flotant amb b = 10, t = 4, el
Desafortunadament no és possible treballar sempre en precisié infinita perque: sistema X1 + x3=1
@ Hauriem de treballar amb coeficients racionals, nombres irracionals x1 + 0.0001x; + 2x3 = 2
coneguts com 7 o e, o funcions elementals d’aquestos. No té sentit X1 + X+ x3=0
fer-ho amb dades experimentals, perqué porten error. Apliquem el metode de Gauss:
@ Amb un manipulador simbolic no té sentit plantejar-nos resoldre sistemes 1 0 111\ Remr-f 1 0 1] 1
lineals grans, com ara 2500 x 2500 degut a la seva lentitud. 1 0.0001 2|2|B=h=h 0 0.0001 1| 1
C L .. . . . (k) 4. 1 1 1(0 0 1 0| -1
Amb aritmetica finita, no té sentit preguntar-se si aii és igual a
zero, donat que pot ser que tedricament sigui zero pero a la Fr F—10°F) (1) . 0%01 } }
practica no degut als errors d'arrodoniment, o viceversa. Podem
; (k) | (k) . 0 0 —10000 | | —10000
considerar que a, ; = 0 si ‘ak k’ es troba per sota certa tolerancia, ; } o —
N . ’ . .. , (requadrem el ndmero que s'ha arrodonit degut a I'aritmeética de 4 digits).
pero llavors hi ha el problema de triar la tolerancia, que no és /
trivial. Estratégies de pivotatge 4/11 Estrategies de pivotatge 5/11
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Estratégies de pivotatge (cont.)

Exemple (cont.)
Si ara resolem fent substitucié enrere, obtenim:
x3 = —10000/(—10000) = 1,
x> = (1 — x3)/0.0001 = 0,
X1 = 1-— X3 = 0.
Si haguéssim aplicat el métode de Gauss sense cometre errors
d’'arrodoniment, a |'dltim pas haguéssim obtingut

1 0 1 1
0 00001 1 1|,
0 0  —10000 | —10001

d'on la solucié exacta és:
x3 = —10001/ — 10000 = 1.0001,

(1 — x3)/0.0001 = —1,
X1 = 1-— X3 = —0.0001.

En particular, a I'xy trobat amb 4 digits no tenim cap xifra significativa!!

X2

v
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Estrategies de pivotatge (cont.)

Algorisme (Métode de Gauss amb pivotatge maximal per columnes)
for k=1-+n—1 do max « ‘aikZ’; imax < K;= Pas de la matriu A%) 2 la matriu AGk+1)
fori=k+1-+ndo
if ‘af?’ > max then max « ‘af?’; imax < I; end if

> Buscant el pivot maximal a la columna k

end for

for j = k + ndo
s a®: o8 G0 00

end for

fori=k+1-+ndo
(k

> Columna de la matriu

. a; .« S; = Intercanviem les files k i imax
ImaxJ ImaxJ

= Arreglem la fila i
&y
mj k < al(#k); = Multiplicador corresponent a la fila i
k., k
forj=k+1=+ndo
(k+1) (k) )

> Columna de la matriu

ommons (©OSS) 31/203

ai,j «— ai,j = m,,kakyj 0 = Arreglem els elements de la fila i columna j
end for
fOI‘j =1 = P do > Columna del terme independent
bl.(j.Jrl) «— bl(“;) — Mmj k bl(<,,<1)' > Arreglem la fila i columna j del terme independent
end for
end for
end for

v
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Estrategies de pivotatge (cont.)

Exemple (cont.)

Canviem d'estrategia: a cada pas d’eliminacié gaussiana, prenem com a
pivot el maxim element en valor absolut de la columna. D’aquesta
estratégia se'n diu pivotatge maximal per columnes. Si ho fem en el
sistema anterior, el primer pas de Gauss queda igual i el segon és:

1 0 1|1 1 0 1|1

0 00001 1| 1 |=F, 0 1 0]-1
0 1 0]-1 0 0.0001 1] 1
1 0 1 1
F3—F3—10"*F, 01 0 1
0 0 1/[1.000

d'on, fent substitucid enrere, obtenim
x3=1000/1=1 xx=-1/1=-1, x3=1-—x3=0.

En aquesta solucié aproximada, totes les components tenen totes les
xifres significatives.

v
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Estrategies de pivotatge (cont.)

No obstant, també es poden trobar exemples en els quals el
pivotatge maximal per columnes també fracassa.

Exercici

Resoleu, amb aritmetica en punt flotant amb b= 10 i t = 4, el sistema

X1 S X3 = 1
10000x; + x» + 20000x3 = 20000
X1 + Xo + X3 = 0

i comproveu que s'obté el mateix que en resoldre el sistema de |'exemple
anterior sense fer pivotatge

El problema en aquest dltim exemple és que la matriu del sistema
esta desequilibrada, és a dir, entre els seus coeficients n'hi ha
d’'ordre de magnitud molt diferent. Existeixen métodes per
equilibrar matrius, que fan que el pivotatge maximal per columnes
vagi bé en la practica totalitat dels cassos.
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Estratégies de pivotatge (cont.)

El pivotatge maximal per columnes es pot substituir per pivotatge complet:

Algorisme (Métode de Gauss amb pivotatge complet)

for k=1+-n—1do max «— —1; (k+1)
fori=k—+n; j=k =+ n; do

& Pas de la matriu AK) 2 la matriu A

> Buscant el pivot maximal
(k)
Y
> Intercanviem les les files k i imax i les columnes k i jmax

end for
for j=k+ndos a,((‘;.); a,((’;.) = a,.(::x’j; af:a)x,j «— s; end for

5 __ 1 o (k). (k) (k) . (k)
fori=1-ndos aj sy dig —a s A

fori=k+1-+ndo
20
ik
Mik < &y
K,k

a ;imax‘_i;jmax‘_j; end if

. k
if ‘afj)‘ > max then max «

<~ s: end for

> Arreglem la fila i
= Multiplicador corresponent a la fila i

> Columna de la matriu

k,
forj=k+1+ndo
afjﬂ) — 355) - mi,ka,gf}:
end for
forj=1+pdo
(k+1) (k) (k).
b bij — mikbyj;
end for
end for
end for

> Arreglem els elements de la fila i columna j

> Columna del terme independent

> Arreglem la fila i columna j del terme independent

v
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Estrategies de pivotatge (cont.)

Notem que, si fem pivotatge complet, intercanviar columnes
implica reordenar les incognites, i aixdo ho hem d' “enregistrar”
d’'alguna manera per, en acabar, saber a quina incognita es refereix
cada columna (no ho hem especificat a I'algorisme anterior).

Aix0 es fa mantenint un vector de permutacio que registri tots el
canvis de columnes. Més endavant veurem com crear, usar i
mantenir aquest vector.

Existeixen estudis de propagacié dels errors d'arrodoniment que
donen fites millors per al pivotatge complet que per al pivotatge
maximal per columnes. No obstant, I'experiencia practica
demostra que aquesta millora teorica no compensa la complicacié
addicional de reordenar incognites i el temps de comput addicional
requerit per la cerca del pivot.
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Descomposicié LU Descomposicié LU (cont.)

Definicié (Descomposicié LU)
Sigui A una matriu no-singular (és a dir, det(A) # 0).

Anomenarem descomposicié LU d'A tota descomposicié A = LU
amb L, U matrius n x n de la forma

1 Ul U2 U3 ... Ulg
/271 1 upp U3 ... Uyp
_ |/ / 1 _ u ...ou
L=]hB1 52 , U= ) 3 |,
/n,l /n 2 /n,3 ooo Un.n

)

és a dir, L és triangular inferior amb 1's a la diagonal i U és triangular

superior.

Descomposicié LU 1/17
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Una de les utilitats d’aquest tipus de descomposicié és que, si
tenim A = LU, podem resoldre un sistema lineal LUx = Ax = b en
dues etapes:

@ trobem y € R” tal que Ly = b,

@ trobem x € R” tal que Ux = y.

Cadascun d’aquests sistemes és triangular i requereix n®> operacions
(de fet Ly = b requereix n operacions menys, degut als 1's de la
diagonal de L). Aixi, un cop tenim la descomposicié LU, per
resoldre diversos sistemes lineals amb la mateixa matriu de
coeficients,

AX1 = bl, AX2=b2, AX3=b3, ceay

podem resoldre cadascun en 2n? operacions (2n% — n, de fet),
contra les 2n3/3 + O(n?) de fer tota I'eliminacié gaussiana.

Descomposicié LU 2/17
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Descomposicié LU (cont.) Descomposicié LU (cont.)

Demostracid

|

Podem obtenir la descomposicié LU com a producte de

I'eliminacié gaussiana, tal com mostra la segiient Vegem primer la unicitat. Suposem que A = L1U; = LU, on

L1, Ly son triangulars inferiors amb 1's a la diagonal, i Uy, U, sén

Proposici6 triangulars superiors. Aleshores tenim

Sigui A matriu n x n no-singular.

© Si existeix la descomposicié LU d'A, és tnica. LU = LU

@ Si es pot dur a terme I'eliminacié gaussiana de A sense

. . - > Com que A és no-singular també ho sén U; i U,. Multiplicant per
pivotatges, llavors existeix la descomposicio LU d’A, i és i 2 : §

la dreta per Ul_1 als dos costats de la igualtat, obtenim

@ @
1 31 1 31’2 5060 alyn L]_ _ L2 U2 U]__I;
mo 1 1 3(2) - 3(2)
[ — 5 U= A(n) . 2,2 2,n ] o , a
: i multiplicant per I'esquerra per L, " a les dues bandes de la
) (m igualtat, obtenim

Mp1 Mp2 ... an,n ) L2_1L1 = U2U1_1- (2)

Descomposicié LU 3/17 Descomposicié LU 4/17
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Descomposmo LU (cont.) Descomposicié LU (cont.)
Demostracié (cont.)

Ara hem de tenir en compte que Aleshores, podem representar esquematicament la igualtat (2) aixi:

@ El producte dues matrius triangulars superiors és una matriu

triangular superior. 1 X © ... o
@ La inversa d'una matriu triangular superior no-singular és una 1 _ X .
matriu triangular superior.
@ El producte de dues matrius triangulars inferiors amb 1's a la * % ... 1 X
diagonal és una matriu triangular inferior amb 1's a la o _ ) ) L )
diagonal D'aqui es dedueix que els simbols x sén 1 necessariament, i tant

. , . ; ) ) , els simbols * com o sén necessariament zero. Per tant,
@ La inversa d'una matriu triangular inferior amb 1's a la

d!agonal és una matriu triangular inferior amb 1's a la L2_1L1 _ U2U1_1 = Id,
diagonal.
Exercici (per lliurament suplementari) e i = i 1 G = U . _
. ) Ara anem a provar (2) usant el metode de Gauss aplicat a la
Demostreu totes aquestes afirmacions. . .
matriu A (sense terme independent).
v V.
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Descomposicié LU (cont.) Descomposicié LU (cont.)

Demostracié (cont.) >
. - : Demostracié (cont.)
El pas k el podem escriure matricialment com segueix: y - -
W Iterant la relacié anterior, obtenim
1 4 L 2 O] o 2
1,1 1,k 1,k+1 1,n
: 1
. : ! U:=A" = F,_1F, 5...FRAD,
k k k
F, A(k) oy 1 al(<,l)< al(<,2+1 T al(<,r)y
k : m 1 RO RO NO) , . . . (1) . .
Ktk etk FkbLhel o ki que és triangular superior. Aillant A'Y de la igualtat anterior,
: : : : obtenim
—nk 1 SV A S FIUF Y FTLF L U=A0 = A
e JCO RN Y e z o
11 e Ak Lkl e 1,0 Per a acabar, només hem de veure que, si definim
« k: :k = Fr1p-1 —1F-1
_ dr Bk o den | a6 Li=FF . F R
= 0 Akt (kF1) [= '
k+1,k+1 T k+1,n
es verifica la primera igualtat de I'apartat (2) de la Proposicié.
0 AR e ’
v
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Descomposicié LU (cont.) Descomposicié LU (cont.)
Demostracié (cont.) Demostracié (cont.)
Per a aix0, escrivim les matrius Fi en forma més manipulable. Anem a comprovar que
Considerem els vectors
Fol=Id+mye].
my = (0 0 M1,k My42 k mn,k)T k + k k
En efecte,
i ek, el k—essim vector de la base canonica d'R”. T T T T T T
Aleshores. (Id +mke, )(Id —mykey ) = Id —mye, + mye, — mye, mye,
T T
0 0 = Id —my (e, my)e, = Id,
. donat que
; : ;
meel = | ( 010...0)= 0 » (3) ;
frLk M1,k 0 0
eemc=(0...010...0) | me1x|=0.
M,k m;’k 0 M2k
i, per tant, Fr =1Id —mkekT. M,k )
Descomposicié LU 9/17 Descomposicié LU 10/17
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Descomposicié LU (cont.) Descomposicié LU (cont.)

Demostracié (cont.) Demostracié (cont.)
Aleshores Tots aquests monomis sén zero, donat que
—1p—1 —il T T T 0
L=F"F " ...F - =(d+me )(Ild+me, )...(Id+m,_1e, ;) _
=Id+mye] +me) + -+ my,_1e] ;.
tifi iltima | em=(0..010..0) ° [Zo
Anem a justificar la dltima igualtat. El resultat del producte S — 5 T mi |
(Id +mye)...(Id +m,_1e] ;) s'obté sumant tots els monomis que i _
s'obtenen d'agafar un terme de cada parentesi i multiplicar. Hi ha tres
possibilitats: MMin.j
o R . e Cld. ) . .
Agafar Id a tots els paréntesis, que només déna el monomi Id Finalment, usant (3) amb k = i, obtenim
@ Agafar Id a tots els paréntesis llevat d'un. D’aquesta manera
s'obtenen els monomis 1
mz 1 1
mle;—, m2e;—, ey m,,_le,—,r_l. L=1d +m1e1T + mge;— + -4 mn_le,-,r,l = ,
@ Agafar almenys dos m;e;”. D'aquesta manera s'obtenen monomis de
i T _ T T mp 1 mp 2 coo 1
la forma ) -..mje; mje; - = ...m,-(e,- mj)ej
PErel s Js ) tal com voliem veure. O]
Descomposicié LU 11/17 Descomposicié LU 12/17
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P L4
Descomposicié LU (cont.) Descomposicié LU (cont.)
Aixi, comencant amb A() = A, a I'inici del pas k tindrem
A la practica, la descomposicié LU s'implementa usant el metode aﬁ a§1§ 3(1/1 a(lz agl)
. . . . , , 1, Lk+l oo ,
de Gauss aplicat a la matriu A sense terme independent reescrivint ) ) ?) (2')7
. . . m a e a a e a
cada matriu A1) a sobre de la matriu anterior A, 21 2,2 2.k 2,k+1 2,n
A més, s'aprofiten les posicions zero de la matriu de coeficients Q) Q) Q)
(k+1) N . mkl mk72 “ee akk ak k+1 ak" )
A (que dbviament no cal guardar) per emmagatzemar els ’ ) *) *)
multiplicadors (estalviant memoria). R B e e N
Aix0 s'anomena descomposicié LU amb reemplacament. . . L0 R0 L0
n1l n,2 s n,k n,k+1 T n,n
Descomposicié LU 13/17 Descomposicié LU 14/17

Lluis Alseda Meétodes Numeérics: Algebra Lineal numérica icer y ns (IS0 49/203 Lluis Alseda Meétodes Numeérics: Algebra Lineal numérica ! y ns (©OS0) 50/203




Lluis Alseda Metodes Numerics: Algebra Lineal numerica

Descomposicié LU (cont.)

mentre que, un cop finalitzat el pas k, tindrem

(1) (1) 1) 1) 1)

a1 92 - 9 Dk+1 o

(2) (2) (2) (2)

my1 3272 . az’k 22’k+1 . 22,,1

(k) (k) (k)

my.1 mg 2 . ak’k ak)kﬂ . ak’n
(k+1) (k+1)
Mygy11 Mig12  --- Mig1k ak+1,k+1 cee ak+1,n
(k+1) (k+1)

mp1 mp 2 e Mmp k an’kH e n,n

Descomposicié LU 15/17

Descomposicié LU (cont.)

Exercici

Descriviu en forma algorismica la resolucié d'un sistema lineal Ax = b un
cop es té la descomposicié LU. Recordeu que cal resoldre dos sistemes,

Ly=b7 UX:Y7

el primer dels quals és triangular inferior amb 1's a la diagonal i el segon
és triangular superior.

Descomposicié LU 17/17
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Descomposicié LU (cont.)

En acabar (al final del pas n — 1), tindrem

(1) (1) (1)
1,1 31’2 al’n
(2)
mz1  a,
)
(n—1) (n—1)
an—l,n—l an—l,n
(n)
Mmp1 . e Mp pn—1 an,n

de manera que a la part de sota de la diagonal tenim L, i la diagonal
juntament amb la part de sobre formen U.

Descomposicié LU 16/17
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Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes

Tal com hem plantejat, la descomposicié LU, presenta dos
inconvenients

o Existeixen matrius no-singulars sense descomposicié LU.

@ Tot i que la descomposicié LU existeixi, la seva obtencié pot
ser numeéricament inestable.

Ens preguntem llavors si el métode de Gauss amb pivotatge
maximal per columnes déna algun tipus de descomposicié LU. La
resposta és afirmativa, i aquesta descomposicié no és la de la
matriu inicial siné la d'una permutacié de les seves files. Abans
d’'enunciar-ho en forma de proposicid, introduim les matrius de
permutacio.

Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes 1/12
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Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes (cont.) f§ Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes (cont.)

. Siguin
00 1 11 12 13
Direm que una matriu n x n, P, és una matriu de permutacio si les P=1100 i A={21 22 23
: . . 010 31 32 33
seves files (o, equivalentment, les seves columnes) sén una
reordenacié de les de la identitat. Llavors
En particular una matriu de permutacié és una matriu de zeros i
uns que té un 1 exactament a cada fila i a cada columna. ) 31 32 33 12 13 11
PA= |11 12 13 AP =122 23 21
La utilitat de les matrius de permutacié consisteix en que 21 22 23 32 33 31
multiplicades per |'esquerra reordenen files, mentre que _ _ _ _
multiplicades per la dreta reordenen columnes. ja que la permutacié P ja que la permutaci6 P
mirada per columnes és: mirada per files és:
1—-2,2—-3i3~1. 1—-3,2—1i3—2. )
W
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Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes (cont.) | Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes (cont.)

Esquematicament, suposem que Proposicid

0 0 1 [ e ] Sigui A matriu n x n amb det(A) # 0. Aleshores existeix P matriu
P = (1) (1) g = % el % = e e er | | de permutacié i existeixen L, U de la forma
e

on e, e, e3 soén els vectors de la base canodnica de R3, i els usem 1 i1 2 ... Uip
indistintament com a files o columnes. U : :
hi 1 g

Aleshores, si f1, f», f3 sén vectors fila qualssevol, = o o . , U= Un—1.n |’

[ & 1\ (L & ] I / 1 .

P [ 3 ] _ [ fi ] ) nl .-+ JInn—1
[ 6 ] [ £ ]
tals que PA=LU.

i, si c1,Cp, c3 SON vectors columna qualssevol,

(][« = (][ ][« ])

No la fem. La podeu trobar a Golub & Van Loan: Matrix
Computations, 3a edicié. Es el Teorema 3.4.1. O

N,

Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes 4/12 Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes 5/12
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Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes (cont.)

Com hem dit abans, quan tenim la descomposicié A = LU, la
resolucié del sistema Ax = b consisteix en resoldre per ordre el dos
sistemes triangulars:

Ly:b7 UX:ya

Si la descomposicié que tenim és de la forma PA = LU amb P
matriu de permutacid, llavors tenim:

Ax =b<= LUx = PAx = Pb
i, per tant, ara hem de resoldre els sistemes

Ly = Pb, Ux=y.

Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes 6/12
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Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes (cont.)

El segiient algorisme és una revisié dels que s'han presentat abans,
amb dues variacions:

@ Manté un vector de permutacions que “recorda” els canvis de
files que s’han realitzat.

@ El bucle d'intercanvi de files ara afecta a tota la fila ja que
també hem de canviar la part a I'esquerra de la columna k
que, ara, conté multiplicadors m; ; (veure els exemples de les
transparéncies 50/203 i 51/203).

Observacio

A la practica, a nivell de codi, no es treballa amb matrius de
permutacio si no que s'utilitzen els corresponents vectors de
permutacio. Aixo estalvia espai d’emmagatzematge i aritmeética ja
que, de fet, no cal multiplicar per la matriu de permutacié si no
solament reordenar les files de les matrius o components de vectors
d'acord amb la permutacié.

v
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Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes (cont.)

Exercici (per lliurament suplementari)

Sigui 7 un vector de permutacid i sigui P la corresponent matriu
de permutacié per files. Es a dir:

[ e ]

Donat un vector b € R", descriviu en forma algorismica el calcul de
Pb permutant les components de b a partir del vector de
permutacio .

No es pot usar la matriu P donat que, en la practica, no s'arriba a
construir mai.

Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes 7/12
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Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes (cont.)

Algorisme (Descomposicié LU amb reemplagament i pivotatge maximal

per columnes)

for i =1+ ndo w < i; end for
k o
for k=1-+n—1do max <« )a,(( 2‘ Imax <— K;= Pas de la matriu A%%) a la matriu ACK+1)
fori=k+1-+ndo

if ‘afﬁ)) > max then max « ‘afﬁ()‘; imax < I; end if

> Vector  de permutacions de columnes = identitat
> Buscant el pivot maximal a la columna k

end for
S < Tk; Tk <= Timaxs Timax < Si
forj=1-+ndo

S < Ak,ji Ak,j < Qimaxsjr Qimaxsj < S5
end for
fori=k+1-+ndo
ik .
a k'

forj=k+1-+ndo

ai,j < di,j — di,kak,j;

end for

end for

end for
v

= Registrem l'intercanvi de la fila ) per la fila m;
= Columna de la matriu

> Intercanviem les files k i imax SENCERES

= Arreglem la fila i
aik < > Multiplicador corresponent a la fila i
= Columna de la matriu

> Arreglem els elements de la fila i columna j

Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes 9/12
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Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes (cont.) f§ Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes (cont.)

Exemple (cont.)

A continuacid, il-lustrem ['aplicacié d'aquesta proposicié amb un AL _ (; § z) ?23%,1) g g 2)
Anem a fer la descomposicié LU amb pivotatge de la seglient Fr—F—(2/3)F1 E v
matriu. Rl CLEN 2/3| 1/3 0|=.A®

1 2 3 1/3| 2/3 1

A= |2 e s FoFs 3 4 6

3406 T=GLD, 1/3 2/3 1)

Com a I'algorisme anterior inicialitzem 7 = (1,2, 3). 23 13 0
) Feh-02)h, 1?3 21/13 ? —. A®
2/3 ~1/2

v
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" Aloriame LU amb pvotstge mavimal per coumnes (cont) | Normes de matris |

M, denota el conjunt de les matrius n x n. |

EET A

Per tant, en acabar, tenim 7 = (3,1, 2), Es tota funcié ||| : M, — R*
. i on N | . Cents:
R 6 5 9 6 Es tota funa.o -l : R = R amb les proplet.a.ts seguen.ts
t=[13 1 of, u=[fo 23 1 i P=[1 0 0f. amb les propietats seglients: Q ||A|| =0siinoméssi A=0.
2/3 12 1 0 0 -1/2 010 © |x|| =0 si i només si x = 0. @ ||eA| = |a| | Al amb a e R.
Comproveu que, efectivament, PA = LU. @ [|[SSal]|fambiais R: © Desigualtat triangular:
4 © Desigualtat triangular: A+ B[ < [|All + [IB]-
[x + yll < IxII + [lyll- ) @ Submultiplicativitat:
IAB]| < [|All - | Bl
Algorisme LU amb pivotatge maximal per columnes 12/12 Normes de matrius 1/10
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Normes de matrius (cont.)

Definicié

Sigui ||-|| una norma de vectors. Direm que la norma de matrius
Il - | és compatible si
[AX]] < (I - [Ix]] -

Observacié

Usualment no distingirem a nivell notacional entre una norma de
matrius i una norma de vectors. Se sap quin tipus de norma és a
partir de I'objecte sobre el que s'avalua.

Normes de matrius 2/10
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Normes de matrius (cont.)

Definicid

La norma de matrius

A
I|All := max ||Ax|| = sup IAx|
lIx]|=1 x20 |1x]|

s'anomena natural o subordinada a la norma de vectors ||-||.

Idea geometrica de la
definicié de norma subordinada

Al == maxx =1 [[Ax]]

Observacid

Donat que tota norma
és una funcié continua,
{xeR: [x|| =1} =
-7 (1) és un tancat.
Per tant, pel Teorema

de Bolzano-Weierstrass
Ax|| @ ||x]| =1 ;
sl el = s / el maxim de la definicié
\ anterior existeix. )
x|l =1

> Normes de matrius 3/10
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Normes de matrius (cont.)

Tota norma de matrius subordinada és compatible.

Demostracié
Si x = 0 és obvi que 0 = [|Ax|| < ||A]| - ||x|| = 0. Si x # 0 tenim:

A A
Al — sup VI 1]
7 R P

< [Ix[[ Al = [[Ax] -

| \D

Lema

Per tota norma subordinada a una norma de vectors ||ld|| = 1.

Demostracié

IId|| = max ||ld x|| = max ||x|| = 1.
lIxl=1 lIxll=1

O

Normes de matrius 4/10

v
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Normes de matrius (cont.)

Exemples de normes de vectors i matrius subordinades

Norma de vectors Norma subordinada Boles a R"

n
Ixlly, = D7 Il
i=1

n
14, = max Ylasl - <>
=

n
_ — " 1
Il = max bl AL = mex X lasl 11
Ixll, = 1All, = 4/ (ATA) %

on p(M) := max{|A| : X és un valor propi d'M} denota el radi espectral
d’una matriu.

v

Normes de matrius 5/10

Lluis Alseda Meétodes Numeérics: Algebra Lineal numérica ! y ns (GOS0 70/203




Normes de matrius (cont.) Normes de matrius (cont.)

Exemple de calcul de normes subordinades: ||A|, = /p (AT A) Exemple de calcul de normes subordinades: ||A|, = /p (AT A)
Observem que (ATA)" = ATATT — ATA. Llavors, ATA és Ll p
e , . g T TATA, — T
simeétrica i, per tant, té una base ortonormal de vectors propis. Es ||A||2 = ||AZ||2 =(Az) Az=2z A Az = Z A A)
a dir, existeixen vi,vo,..., vy € R"i A1, Ao, ..., A\, € R diferents i=1
dos a dos tals que (ATA) Vi = A\jvi i v,-ij = 0;j per a tot n n n 5
ii=1,2,....n A més = LYY Zo‘iAi"f = Aila]
= ~ “~
< JJAvi[5 = (Avi) TAv; = v/ (ATA) vi = vy = A n
T 12 _ T
Per tant, \; < p (ATA) per a cada i. sp (A A) le il ™ = p (A A) :
=
Prenem z € R” tal que ||z||, = 1 i ||A||, = ||Az||,. Podem escriure . . S
z en components en la base de vectors propis: z =Y ; a;v;. Ara hem/:iTe;rO\C?r I? desigualtat inversa. ogul k tal que
Observem que |'ortonormalitat dels vectors propis implica: Me=p( ) - Tenim que [vi[l, = 1
n n
2 2 T T T T
1=|zl5=2"z= )] aiojvilv; = > |aif*. A5 = |Avk]l5 = v (ATA) vie = Mev v = A = p (ATA) )
ij=1 i=1
Normes de matrius 6/10 Normes de matrius 7/10
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Normes de matrius (cont.) Normes de matrius (cont.)

Proposicié (Propietats de les normes de matrius)

© Tota norma de matrius és una funcio
continua dels seus coeficients.
@ Donades dues normes de matrius ||-|| i || - || Normes equwalents
El calcul i caracteritzacié de les normes subordinades sempre es fa existeixen const‘?nts weaies 0L L2 g
seguint el mateix patré (veure I'exemple que hi a més avall). i & e e A
Primer es troba un candidat per [|Al| := max,—1 [|[Ax|| i es dIMI < lIMI| < LM
demostra que el candidat és una fita superior del conjunt En particular, dues normes de matrius son N
{||Ax|| : |Ix|| = 1}. Finalment es demostra que existeix un vector z equivalents Y/
de norma 1 pel qual ||Az|| ateny la fita. © Per a qualsevol norma de matrius
’ subordinada ||-|| i per tota matriu M es té:
p(M) < [M] . j
© Donada una matriu M | donat € > 0
existeix una norma de matrius ||-||,, . tal
que p(M) < [[M||y . < p(M) + €.
Normes de matrius 8/10 4
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Normes de matrius (cont.)

Demostracié (de I'apartat (3) de la proposicié anterior)

Siguin A i v una parella valor/vector propi d'M tals que ||v| = 1.

Tenim
[M][ = [[Mv|| = [[Av]l = [Al][v]l = [A].

Per tant,

IM|| = max{|\| : A és un valor propi d'M} = p(M).

Exercici (per lliurament suplementari)

Demostreu I'apartat (1) de la proposicié anterior.

Les propietats (2) i (4) no les demostrarem ja que sén una mica
més complicades.

Normes de matrius 10/10
e 75/203
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Matrius Convergents (cont.)

Demostracié (cont.)
(2) = (1): Per I'apartat (2) de la proposicié anterior existeixen
constants ¢ i L tals que

el < e, < e e
(e 0]

Per tant, per tot i/, j,

n

. . . k
0= lim HMI‘H = |im HMkH = |lim max ‘mg.)‘
k—o0 k—00 o koo l<isn = y
J=
n k k
> lim ‘mP‘} lim ‘mg.)‘go
k—»ooj_1 Y k—o0 Y
k
on hem denotat Mk = (mfj )> .

. k
Llavors, limx_, o m,(- )

i = 0 i, per tant, limy_,., M¥ = 0.

v

Matrius Convergents 2/7
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- Matrius Convergents

Definicid

Una matriu M es diu convergent si limy_,o MK = 0.

Teorema (de caracteritzacié de les matrius convergents)

Les afirmacions segilients son equivalents:

@ M és convergent.
Q limy .o HMkH = 0 per alguna norma de matrius.
Q@ p(M) <1

v
Demostracid

(1) = (2): Per I'apartat (1) de la proposicié anterior | M||
depén continuament dels coeficients M. Per tant,
lim ‘M"H - H lim M| = ||o] = o.

k—o0

k—00

Matrius Convergents 1/7
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Matrius Convergents (cont.)

(2) = (3): Usant I'apartat (2) de la proposicié anterior:
LM < [IM] < LM

podem suposar que existeix una norma subordinada ||-|| tal que
limg o0 H‘Mkm = 0. Llavors, usant I'apartat (3) de la proposicié
anterior i el fet que els valors propis d'M* sén els valors propis d' M
elevats a la k,
0 < p(M)* = p(M*) < ||M¥]|.
Per tant, limy_ p(M)* = 0, que implica p(M) < 1.

(3) = (2): Ara usarem l'apartat (4) de la proposicié anterior.
Prenem ¢ > 0 tal que p(M) + ¢ < 1. Llavors, existeix una norma
de matrius ||-|| tal que ||[M| < p(M) + & < 1. Per la
submultiplicativitat,

lim HM“H < lim |[M||* = 0.

k—00 k—0

O

Matrius Convergents 3/7

v
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Matrius Convergents (cont.)

Del teorema anterior i la seva demostracid obtenim:

Corol-lari (Condicié suficient de convergencia)

Si||IM|| < 1 per alguna norma de matrius, llavors M és convergent.

El resultat principal sobre matrius convergents es:

Teorema (Sobre inverses de matrius convergents)

Q Lasericld+M+ M2 +...+ Mk ...
serie) si i només si la matriu M és convergent (com a matriu).

és convergent (com a

@ Si M és convergent, llavors |d —M és no-singular i
(Id—M)~1 = D M¥k.

Matrius Convergents 4/7

Matrius Convergents (cont.)

Demostracid

(1): Sild+M + M2 + ...+ Mk + ... és convergent, llavors
limg_ o0 HMkH = 0 i, per tant, M és convergent. Si M és
convergent, p(M) < 1. Llavors, prenent € > 0 tal que

p(M) + e < 1, existeix una norma de matrius ||-|| tal que ||[M| < 1.
Llavors, tenim convergencia en norma de la serie:

(0]

Mk
0

0
< Z HM"H < +00.
pa k=0

(2): Solament cal usar I'apartat (1) i comprovar I'afirmacié sobre
la inversa:

(Id—M)

Matrius Convergents 5/7
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Matrius Convergents (cont.)

Corol-lari

Si per alguna norma subordinada ||M|| < 1, llavors |d —M és
no-singular i

o
1+ [[M]|

1

< ||0d—M) | <« ——.

Demostracié

| \

Si |[M|| <1, M és convergent pel corol-lari anterior. Llavors, pel
Teorema sobre inverses de matrius convergents, |d —M és
no-singular.

Ara usarem que |[ld|| = 1 (veure el Lema de la transparéencia
69/203):
1=lid|| = |[(1d =M)(1d —=M) || < [IId =M]| - || (1ld —M) 7|
< (Id[l + [IM]) [|(1d =M) 72| = (2 + [IMI) [|(1d =) 72|

Aix0 demostra la primera desigualtat del corol-lari.

v

Matrius Convergents 6/7
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Matrius Convergents (cont.)

Demostracié (cont.)

Ara anem a demostrar la segona desigualtat. Tenim:
Id = (Id=M)"1(Ild —M) = (Id —M)~! — (Id = M)~ M.
Per tant, (Id —M)~! = Id +(Id —M)~1 M. Llavors,

|(1d=M)7H| < 1+ ||(1d =M) 72| - || M)
En conseqiiencia,
12> |[(1d=M)" || = [|(1d =m) |- M| = [|(1d =M) 72| (2= [|M])),

O

que demostra la segona desigualtat.

V.

Matrius Convergents 7/7
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Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes

lineals

Suposem que volem resoldre el sistema Ax = b.

En realitat, degut als errors ens les dades i als errors de
representacié en punt flotant, no tenim A i b si no que tenim
A+ AAi b+ éb. Per tant el sistema que resoldrem (sense
considerar els errors del metode de resolucid) és

(A+ AA)(x + 0x) = b+ 6b,

on 0x és I'error absolut de la solucié del sistema (induit pels errors
en les dades inicials). L'error relatiu de la solucié és:

El seguent teorema afita aquest error.

Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes lineals 1/13
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Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes
lineals (cont.)

Observacié

dx Sbl|| -
”” T és |'error relatiu de la solucid, % i

© De la mateixa manera que

DA . .
w son els errors relatius del terme independent i de la matriu del

sistema, respectivament.

@ Es raonable pensar que ||AA|| es petit donat que sén errors a les
dades inicials. Llavors, la hipotesi ||AA| < “A r és raonable i fixa
la mida maxima dels errors permesos a la matriu A. Per altra
banda, aquesta hipotesi implica

IA72(AA)| < [JA7] - 1AAl < 1
o, equivalentment, 1 — [|A7}|| - [[AA[| > 0.

© Si ||AA|| és prou petit tenim IH%MI)AAH ~ cond(A). Es a dir,

cond(A) és, essencialment, el factor d’amplificacié dels errors finals
respecte dels errors inicials. Obviament, ens interessa que cond(A)
sigui el més petit possible (encara que no el podem triar).

o

Nombre de condicié i Férmula de |'error per sistemes lineals 3/13
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Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes

lineals (cont.)

Teorema

Sigui M és no-singular i sigui ||-|| una norma subordinada.
Suposem que ||AA| < ||A£1||. Llavors,

[ox][ _  cond(A) <||5b|| IIAAH)‘
Wl S T AT [AAT \[I6] * TA

Definicidé

El nombre cond(A) :=
de la matriu A.
Observem que, per la submultiplicativitat,

cond(A) = A - [|A7Y]| = [[AA7Y| = IId|| =1
sempre que usem una norma subordinada.

|

IA] - HA‘IH s'anomena nombre de condicié

v

Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes lineals 2/13
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Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes

lineals (cont.)

Demostracid

Tenim
(A+ AA)(x + 6x) = b+ 6b —

Ax + A(0x) + (AA)x + (AA)(6x) = b + 6b.

Com que Ax = b i A és no-singular,la darrera identitat és
equivalent a:

A(x) + (AA
ox+ AL

)(6x) = db — (AA)x —
(AA)(0x) = A7L(6b) — A HAA)Xx —
(Id +A7Y(AA)) (6x) = A1 (3b — (AA)x).

Com hem dit abans, per hipotesi, HA (AA) H < 11, pel corol-lari

anterior, Id +A~1(AA) és invertible. Per tant,

1

ox = (ld+AT1(AA)) " ATL(6b— (AA)X).

v

Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes lineals 4/13
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Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes

lineals (cont.)

Ara calculem normes. Pel corol-lari anterior, la submultiplicativitat
i la desigualtat triangular,

Jox|) < || (14 +A-L @A) M| - A2 - (18] + 1AA] - 1)
|72 (b1 + 1AA] - 1xI)
- A1 (A

ALl A ob AA
Ll L BT

< +
L—[|AZH] - [AAL AL (Al

<

~

que és equivalent a

[9x]| _  cond(A) ( lobll IIAAII)
X 1 .
I 1= [AZH - AALN AL Dl (Al

Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes lineals 5/13
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Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes

lineals (cont.)

Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes

lineals (cont.)

Demostracié (cont.)

Com que la norma és subordinada i per tant consistent,
IAL - lixIF = [l Al = 1l bll -
Per tant, la darrera desigualtat dona

1ox1l _ cond(A) <||5b|| N IIAAII)
X 1 ,
X[l 1= A= - [JAA] A 6l (Al

que és el que voliem demostrar. O

Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes lineals 6/13
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Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes
lineals (cont.)

Teorema (Fitacions del nombre de condicid)
Per a tota norma ||-|| subordinada a una norma de vectors es té:
O cond(A) = p(A)p(A71).
@ Sigui c € R" i sigui z la solucié del sistema Az = c. Llavors,
4> 2L
el

© (Gastinel)

1
W = min{||B — A|| : B és una matriu singular},
que és equivalent a
# = min M: B és una matriu singular ; .
cond(A) Al

Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes lineals 7/13
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Demostracié

(1): Es conseqiiencia directa de I'apartat (3) de la Proposicié
sobre les propietats de les normes de matrius.

(2): Az = c és equivalent a z = A~1c. Llavors, com que tota
norma subordinada és consistent tenim:
Izl = [[A~ ]| < [[A=H|lle]l -

(3): Primer demostrarem que si B és singular, llavors

A

Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes lineals 8/13
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Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes

lineals (cont.)

Demostracié (cont.)

Per la submultiplicativitat de les normes de matrius,
|A7LP|| < ||A7|| - IPIl < 1 per tota matriu P tal que
IIP]| < AT En particular, A"1P és convergent.

1
IA=H]
implica que Id +A~1P és no-singular. Llavors, com que A és
no-singular, A+ P = A(ld +A_1P) és no-singular.
Equivalentment, A + P singular implica ||P|| > IIAI’III i, per tant,

1
TAT] < min{||B — A|| : B és singular}.

Pel Teorema sobre inverses de matrius convergents, ||P| <

Ara demostrarem la igualtat a la férmula anterior.

Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes lineals 9/13
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Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes
lineals (cont.)

Exemple

Considerem el sistema

1.01 0.99) [x1) (2
099 1.01) \x/) \2
que té x = (1,1)T com a solucié. Ara pertorbem el terme

independent b= (2,2)" a b+ b = (2.02,1.98)". La solucié del
sistema A(x + 0x) = b+ b ara és x + dx = (2,0)".

Anem a explicar aix0 a la vista de les férmules anteriors.

Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes lineals 11/13
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Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes
lineals (cont.)

Demostracié (cont.)

Per la definicié de norma subordinada, existeixen x, y € R" tals que
x = A7ty (equivalentment, Ax = y) i HA‘1H = H (de fet podem
prendre y de manera que |ly|| = 1).

Per altra banda usarem el segiient resultat (que no demostrarem)

Donats x,y € R" amb x # 0 existeix una matriu P tal que
Px=—yil|P|= [yl

Elh

Llavors, si prenem B := A + P,
1

-
AT~ HYTH =[P = |B-A|

i B és singular ja que Bx = Ax + Px =y —y = 0. 0

Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes lineals 10/13

Lluis Alseda Meétodes Numeérics: Algebra Lineal numeérica )mmons (©OSC)

Sota llicencia CreativeCo

Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes
lineals (cont.)

Exemple (cont.)

@ Nombre de condicid: La matriu A és propera a la matriu
1 1
B - (1 1) .
0.02

A-B
” e _ = 0.0L.
1Al 2

Llavors, per la formula de Gastinel,

Per tant,

———— < 0.01 d(A)s = 100.
cond(A) <= cond(A)

Nota: De fet es pot comprovar que cond(A) = 100.

92/203
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Nombre de condicié i Férmula de I'error per sistemes

lineals (cont.)

Exemple (cont.)

@ Fita de I'error: Notem que, en aquest exemple, AA = 0. Per tant,

léxll,e _ 16blle 100 1002 =0-02) T~ 0.02
< d(A),,———= ~ 100 =100— = 1.
I, < condAe g - 1Z27T, 2
Per altra banda,
loxlle _ 120" =@ )T, 4 -DTl, 1 _,

(L, 1)l

que és compatible amb la fita anterior.

I3, M, 1

(2P
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Descomposicié QR

Definici6é (Descomposicié QR)
Sigui A una matriu no-singular. Anomenarem descomposicié QR

d’'A tota descomposicié A = QR amb @, R matrius n x n tals que
Q és ortogonal i R és triangular superior.

Definicioé

| \

Una matriu Q es diu ortogonal si

RTQ=QQ"T =1Id.

Resolucié de sistemes amb la descomposicié QR

| N\

Si tenim A = QR, el sistema lineal Ax = b és equivalent a

QRx = b que és equivalent a Rx = QT b. Llavors la solucié del
sistema Ax = b es redueix a resoldre un sistema triangular superior
Rx = QT b amb terme independent QT b, que és facil de calcular.

v

Descomposicié QR 1/3
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Descomposicié QR (cont.)

El seguent resultat explica la importancia d'usar matrius
ortogonals.

Sigui Q una matriu ortogonal. Llavors,
Q det(Q) = £1.
Q@ [[Qll; =1.

Observacié

L'apartat (2) del lema anterior ens diu que multiplicar per una
matriu ortogonal no incrementa I'error. Aquest és el motiu pel qual
I'algorisme QR és millor que I'LU.

Descomposicié QR 2/3
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Descomposicié QR (cont.)

Demostracié (del lema sobre matrius ortogonals)

(1): Per les propietats del determinant tenim:

1 = det(ld) = det(Q' Q) = det(Q ") det(Q) = (det(Q))>.
(2):

(QW)TQW =w'Q"Qw

WT

2
Qw2

2
w = |lw|3.
Aixo déna

max {|Qw|j, = max [w],=1
wll,=1 Jwll,=1

Itz =,

O

o
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Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals

sobredeterminats i el model lineal

Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals

Sigui A una matriu m x n amb m > n. El sistema Ax = b
s'anomena sistema lineal sobredeterminat ja que té més equacions
(m) que incognites (n).

El metode QR es pot aplicar a matrius no quadrades *@* *@*

Com veurem més endavant, donada una matriu A m x n amb

m > n, encara podem obtenir la descomposicié A = QR on Q és
una matriu ortogonal m x m i R és una matriu m x n triangular
superior. Aix0 ens permetra resoldre sistemes lineals
sobredeterminats.

En aquest cas (m > n) el que, de fet, s'utilitza és la descomposicic
QR econdmica.

Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals sobredeterminats i el model lineal 1/8
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sobredeterminats i el model lineal (cont.)

Com que m > n, podem escriure
R, .
R= i Q=(Q Q),
Om7n><n
on R, és el bloc superior de mida n x n de la matriu R, que és triangular
superior, Om—nxn denota la matriu zero de mida m — n x n, Q, és el bloc de
mida m x n format per les primeres n columnes de la matriu Q i @, denota el
bloc de mida m x m — n format per les darreres m — n columnes de la matriu Q.

Llavors,
Ry

omfnxn

A=QR=(Q Q) < > = QR..

Aquesta és la descomposicié QR economica d’A.

Per altra banda, observem que I'ortogonalitat de @ ens déna:
Q/ R Q&
d=Q'Q = ) =
Qe <Q? @ @ =(oa oo
i, per tant, Q) Q, = Id.

Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals sobredeterminats i el model lineal 2/8
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Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals

sobredeterminats i el model lineal (cont.)

Aplicacié: El model general lineal: Suposem que tenim m

punts a R":
(40,50, 504, y0)
amb /i =1,2,...,m i volem trobar I'hiperpla
Pix1 + Baxa -+ + Ba—1Xn-1 + Bnxn = b

d'R" que millor ajusta el nivol de punts. En el cas excepcional en
que els punts donats viuen a I'hiperpla, peracadai=1,2,..., m

tenim:
B + Boxd” + 4 Baixy + BayD = b=
ap +arx” +apd” + -+ apx()) = y0

amba0=5—bniaj=—% perj=1,2...,n—1.

Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals sobredeterminats i el model lineal 3/8

Lluis Alseda Meétodes Numeérics: Algebra Lineal numérica ©a80) 101/203

Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals

sobredeterminats i el model lineal (cont.)

El sistema d'equacions anterior es pot escriure en forma matricial

com: .
A a b
| Il I

1 xW xz(l) x,Sl_)l y(l)
1 Xl(z) X2(2) X,S_)l ag 4@

aq

(%] — ,

1 Xl(m—l) Xz(m—l) X,(,Tl—l) an‘_l y(n(q—)l)
L g o

i suposarem que A té rang (maxim) n.

Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals sobredeterminats i el model lineal 4/8
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Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals

sobredeterminats i el model lineal (cont.)

En general no podem aspirar a resoldre el sistema anterior
precisament perqueé esta sobredeterminat. El que si podem aspirar
és a trobar x tal que

Ib— Ad|5 = (b— Ad)T (b — Ad)

sigui minim. El vector @ que minimitza la quantitat anterior ens
dona /'aproximacié minim quadratica dels y\') en funcié dels punts

i () ()
(Xf ) Xp ,...,xnfl).

Si definim la funcié F: R” — R per F(x) = (b — Ax)T (b — Ax),
donat que F és quadratica en x, @ minimitza F si i només si
V:’-_(X)‘X:07 =0.

Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals sobredeterminats i el model lineal 5/8
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Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals
sobredeterminats i el model lineal (cont.)

Derivant obtenim,

-
ai
OF (x) - < a2,
o =—223,,J b,-—Za,,JxJ = -2 (b — Ax).
i=1 j=1
.y . am,j
En conseqliéncia,
OF (x)
0x1
OF (x)
VF(x)=| 2 [=-2AT(b—Ax)=-2(ATh - ATAx).
OF (%)
0Xn

Llavors, la condicié VF(X)’X=

normals:
ATAG = ATb.

Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals sobredeterminats i el model lineal 7/8
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Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals

sobredeterminats i el model lineal (cont.)

Per a caracteritzar & anem a calcular F(x).

Denotem A = (a;J), b= (bi,by,...,by)ix= (Xl,Xg, - ,X,,).
Llavors,
b— Ax = (b,’*ZQ;JXj)
j=1
i, per tant,

m n 2
F(x)z(b—Ax)T(b—Ax):Z[b,-— a,-,jxj] .

Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals sobredeterminats i el model lineal 6/8
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Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals

sobredeterminats i el model lineal (cont.)

Ara usarem la descomposicié QR economica d'A: A= @R, amb
Q¢ m x n ortogonal (QZTQK =1d) i Ry n x n triangular superior. A
més com que A té rang n, R, és no-singular.

Les equacions normals AT A@ = AT b queden:
(QeR))T(QeRy)@ = (QeRy) b
— R'Q/ QR.@a=R]Q/b
«— R/R.@=R/Q/b

Llavors, com que R, (i per tant, R/) és no-singular, podem
. -1 , .
multiplicar per (R, ) per I'esquerra per a obtenir

Aplicacions de la descomposicié QR: Sistemes lineals sobredeterminats i el model lineal 8/8
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Matrius de Householder per a la descomposicié QR Matrius de Householder per a la descomposicié QR (cont.)
Proposicié (Propietats de les matrius de Householder)

Donat un vector u que anomenarem vector de Householder es

: © No varien per escalars: P(cu) = P(u)
defineix la matriu de Householder com

@ P(u) és simétrica

P(u) =1Id —Tuu’ on T=-——" © Sén involucions: P(u)~! = P(u)

Q Puyw=w-—7(u"w)u.

© SiguiaeR" is=+|al|,. Llavors: P(a — se;)a = se, on

Observacid

Considerem el v2ector u com una matriu d'una columna i n files. 10 0 T de ol pri de la b ..
Aixi u"u = |[u]|? mentre que e = ( ) és el primer vector de la base canonica. )
2 .. .,
u - a2 fitin=1 HL Observacié
> uy up u; coo uun_—1 uxup = = =
w' = | w o ow)=| : : : El signe a s es pren de manera que el calcul de a — se; no tingui
. Up_qty  Up_qty oo+ 0P, Up_yup cancel-lacions. Més concretament, la primera component de a — se;
n 2 ~ a . .
e L e és a; — s. Si prenem s = —signe(ay) ||al|, resulta que a; i —s
A2 e eri Sleiiles @ 52 i ] tenen el mateix signe i no tenim cancel-lacions al calcular a; — s. )

v
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Matrius de Householder per a la descomposicié QR (cont. Matrius de Householder per a la descomposicié QR (cont.

Interpretacié geometrica de les matrius de Householder
De |'apartat (4) de la proposicio’ anterior tenim

o P(u)u= —u: Pluyu = u— 2y — 2y = — : 2 2
T P(cu) = 1d ———=——(cu)(cu)T = 1d ——=—uu" = P(u).
o P(u)w = w per a tot vector w ortogonal a u (u'w = 0): @)@ uu
oy T (2): Es evident a partir de la simetria de uu'.
P(u)yw = w — LLIIT:VU = w. (3):

P(u)P(u) = (Id —TUUT) (Id —TUUT)
Per tant, P(u) és una reflexié respecte del pla ortogonal a u: Sigui
Wi, Ws, ..., W,_1 una base del pla ortogonal a u. Llavors, tot =Id—2ruu’ + WU(U

z € R" es pot escriure z = au + Z;:ll biw;. Tenim

4
= Id —?uuT 4 ?uuT =1d
n—1 n—1 uu u'u )
P(u)z = aP(u)u + Z biP(u)w; = —au + Z biw;.
i=1 i=1
b
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Matrius de Householder per a la descomposicié QR (cont.)

(4):

Pwyw=w—7u(u'w)=w—7 (uTw) u.

(5): Per I'apartat anterior tenim:

2(a—se;)"a

P(a—sej)a=a— (a — ser).

(a—se1)T(a—ser)

2(a—sey) T : -
Hem de veure que w =1. Tenims®?=a'ai, si
(a—se1) T (a—ser1)
denotem a = (a1, a2,...,a,)", a' e1 = ] a = a;. Llavors,

T

2(a—se;)"a 2(a'a—sa;g)

(a—ser)T(a—ser) ala—2sale +sef e
_ 2(s? — sap) _1
- s2—2sa; +s2 0

v
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Descomposicié QR; Metode de Householder

L'algorisme funciona de manera semblant a la descomposicié LU canviant
les transformacions matricials per transformacions de Householder.

Denotem A® = A i fem n transformacions de la forma Q,Ak—1) = A(K)

amb Qy ortogonal, on AK) té zeros a la columna k a sota la diagonal i
les files i columnes 1,2,..., k — 1 de la matriu A%~ no s’han modificat
al multiplicar per Q. Notem que aixd implica que la matriu A" = R és
triangular superior.

Llavors tenim:

R=AM = QA" = Q,Q, A" = ...
= QnQn—l e QIA(O) = QnQn—l e QIA

Definim(Q := @ Q; --- QL ortogonalitat dels Qx déna:

(QR=0Q@; - @ Q- Q@A = A)

Descomposicié QR; Métode de Householder 1/14
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Matrius de Householder per a la descomposicié QR (cont.)

Observacié (Versié normalitzada de (5) de la proposicié anterior)

Donat a = (a1,a2,...,3,) ' € R"i s = —signe(a1) ||al|, definim

De (1) i (5) de la proposicié tenim| P(u(a))a = se;.

A més, P(u(a)) = Id —Tu(a)u(a)” i, de la demostracié anterior,

Lluis Alseda Metodes Numérics: Algebra Lineal numérica 112/203

Per altra banda, les transformacions QAk—1) = A)

de les matrius indiquen les seves dimensions):

Qx Alk=1) AK)
I

sén (els subindexs

say oA A, soal) oAl
2 2 5 5
s |Ocumn | [ G o 0 el o
| o I
—1 —1 (k)
Om—ks1ho1| Pu®) Aet1,k 0 Tkt 0 F+1,n
af:;l) a,(nk,;D 0 alk)

B(k-1) B (k)

T

(k) . [ S(k=1) _(k—1) (k=1) o (k—1) ® |
ona™ = (a7 Ao am ; Sk = —signe (a; Ha H2|

(k) 1 (k) 3 ap !

ul¥ = al¥ —s5e) =11 T o .

T (0 ) = (L psis o g

Descomposicié QR; Métode de Householder 2/14
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Descomposicié QR; Métode de Householder (cont.)

@ Ortogonalitat de la matriu Q: Clarament Q és simeétrica per
I'apartat (2) de la proposicié anterior. Per I'apartat (3),

QuQr = lde—1,k—1  Ok—1,n—k+1 Idi—1,k—1
On—kt1,k—1 P(U(k)) On—kt1,k—1
_ Mdk—1k1 Ok—1,n—k+1 i

Onski1h-1 Pu®)P(u®)

@ Invariancia de la matriu fora del bloc B&—1D: El fet que Qy tingui

Idx—1,,k—1 com a bloc superior esquerre i que els blocs superior dret i

inferior esquerre siguin 0 assegura que les files i columnes 1,2, ... k—1

d’ A1) passen inalterades a la matriu A%, al multiplicar per Q.

Dit d'una altra manera, la part de la matriu A=Y fora de la submatriu
B*=1) no es modifica al multiplicar per Q.

Ok—1,n—k+1
P(u®)

@ La part de la matriu que es modifica: B*) := P(u)B-1).

Descomposicié QR; Meétode de Householder 3/14
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Descomposicié QR; Métode de Householder (cont.)

@ Calcul de la resta de columnes de B (P(u(k))aj(k)):
Per I'apartat (4) de la proposicié anterior,

[P(u(k))aj(.k) = a}k) — Tk ((u(k))TaJ(.k)) u(k)]

amb (veure la versié normalitzada de I'apartat (5) de la proposicié
anterior)

(k—1)

Sk — ak k
T i=m ———
Sk

Descomposicié QR; Métode de Householder 5/14
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Descomposicié QR; Métode de Householder (cont.)

@ Calcul de B® .= P(u(k))B(k_l): Es fa sense arribar a construir la
matriu P(u“‘)). Solament es necessiten els vectors u(®). Per veure-ho,

escrivint B~1) en columnes obtenim:

gt — ([a®] [al,] -+ [a®])

Bk _ ([p(u(k))a(k)] [p(u<k>)a(kk+>1] [p(um)a(nk)]),

on a}k) = (a(k_l) alk-v

(k=1)
kj 2 dkg1jo--0?

> “n,j

-
> perj=k+1,...,n

e L'operaci6 B = P(u®)B(*~1) posa zeros a sota la diagonal
de la columna k de la matriu A®):
Per la versié normalitzada de |'apartat (5) de la proposicié anterior,

P(u(k))a(k) = skey.

Es a dir, per a calcular la primera columna de B(¥)| solament cal
calcular sg.

Descomposicié QR; Meétode de Householder 4/14
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Descomposicié QR; Métode de Householder (cont.)

Descomposicié QR amb reemplacament — Meétode de Householder
Entrada/Sortida

@ A a I’entrada: Conté la matriu A de dimensions n x m

@ A a la sortida:

o a la part triangular inferior (excloent la diagonal) conté els
vectors u®) excloent la primera component que és un 1. Es a
dir:

k)

u® — (1, EPER A am,k)T

e a la part triangular superior (incloent la diagonal) conté la
matriu R.

@ 7 és un vector de dimensié n de sortida que conté els multiplicadors
(71,72, Th) -

@ sing és un codi d'error de sortida: és 1 si la matriu és singular i O si no
ho és. En el primer cas el procediment no torna la descomposicié QR i la
matriu A, en principi, esta destruida.

o
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Descomposicié QR; Metode de Householder (cont.)

Descomposicié QR amb reemplagament — Meétode de Householder

for k =1+ ndo
sk < 0; for i = k ~ m do sk < sk + a7 ,; end for
if sk < tol then sing < 1; return; end if
sk < +/sk; if axx > 0 then sk < —sk; end if
Tk <— ak,k — Sk;

= Pas de la matriu AK=1) 2 Ia matriu AKK)
2

> [[«]
2
> Deteccié de matriu singular
> Calcul d’sy

> Usem Ty com a variable auxiliar per emmagatzemar ay ; — sy

0 a;
fori=k+1+-mdo aj k < _Il_':; end for = Normalitzacié del vector u(*)
Tk < — ’s%; > Calcul del multiplicador T/ = %
Ak, k < Sk; > Diagonal: hi emmagatzemem s
for _] =k +1+n do > Arreglem la columna j

T

ﬂ < dk,j, = Inicialitzacio de B := (u(k)) a}k), Recordem que (u(k))1 =1

for i = k+ 1+ mdo B« B+ ajxai; end for > 8= (u®) " a®

> )

ﬁ S ﬁTk; > B =T (u(k))Ta(k)

ak,j < ak,j — ﬁ; = Primera component de P(u(k))ajg'o = aj(k) — gu®; (u“‘))l =1
fori=k+1+ mdo
aij < aij — ,33i,/<;
end for
end for
end for ; sing< 0; return;

> Les altres components de P(u(k))a}k) = a;” — Bu“‘)

Descomposicié QR; Métode de Householder 7/14
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Descomposicié QR; Meétode de Householder (cont.)

Observacié

Els algorismes anteriors s'han formulat de manera consistent pel
cas en que la matriu A és m x n amb m > n.

Observem que si la matriu és quadrada (m = n) llavors no cal fer
el darrer pas al bucle inicial. Es a dir, solament hem d'arribar fins a
n—1 ja que no hi ha res a anul-lar sota a,

Algorisme (Cas de matrius quadrades)

& Pas de la matriu AK=1) 2 la matriu ACK)

fork=1-n—1do

end for

Descomposicié QR; Métode de Householder 9/14
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Descomposicié QR; Métode de Householder (cont.)

Calcul de QTb = Q,--- @ Q1 b a partir dels vectors u®

Definim b® := b i b® = Qb — (b, P(u®)b* V), amb
P(u®)b 2 = b ) — i (®) b)) u®.

Llavors, b™ = Q7 b es pot calcular:

Calcul de Qb = Q,--- Q2Q:b a partir dels vectors u®

for k =1+ ndo
B < bx;
fori=k+1+mdo B« B+ ajxbj; end for =g := (u(k))Tbi'ff:n)
B — Bre: > i= 7 (@09) To{ )
b «— by — B; & inici de P(u(®))b ) = b!TD) — u®; () =1
fori=k+1+ mdo

b,' «— b; — Ba,-,k; = Les altres components de P(u<k))b£|_(f;) = b,((k_;) - ﬁu(k)

end for

end for

= Cilcul de b®) := Q bk—1)

T —
o= [zt ¢ @ = (u(k)) bik;) Recordem que (u(k))l =1
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Descomposicié QR; Metode de Householder (cont.)

Complexitat de I'algorisme QR
El nombre d'operacions per una matriu quadrada de mida n x n és

2 1
§n3+n2+§n—2,

sense comptar el calcul de Q7 b ni el de resoldre el sistema
Rx = QTh.

Per tant, I'eficiencia de la descomposicié QR és una mica pitjor
que la de la descomposicié LU.
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Descomposicié QR; Métode de Householder (cont.)

Exemple

Volem calcular la descomposicié QR de la matriu

12 -51 4
A9 — A= 6 167 —68
—4 24 —41

Anem a fer la primera transformacié d’A® a A Prenem a®) = (12,6, —4)".

Llavors tenim s; = — signe(12) Ha(l)H = —14,
2
@
1 1 1 3 2\ T . si—a —14-12 13
ulh = 12+14 (a( )+ 1461) = ({5 —5)) (@ = P TR

Encara que no fa falta calculem la matriu

.
Ql =P (u(1)> = |d3><3 —Tlu(l) (u<1))

100 1 & -5\ (-7 -7 3

_ 13 3 9 6 _ 3 82 6

=101 0)-F| 5 1w —w|=|-F o

0 0 1 2 _ 6 4 2 6 @&

13 169 169 7 91 91

v
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Exemple (cont.)
Ara anem a fer la segiient iteracié. Tenim,
a® — 1(2261,252)", s, = — signe(2261/13) Ha<2>H2 = —175,

(2)

u® = 2261/113+175 (3(2) + 175e1) = (1, %)T i = sz_szl - =R
Llavors,
1 0 0 —14 —-21 14
Q@=|0o -8 _x| Rr- A® — 0, AV — | —175 70|
0 -3 —% -5 |1] —3

_ (13 648
T= (3. %)

La segona columna d'R ja la sabiem per 'apartat (5) de la proposicié. La
tercera es pot calcular per:

r(u®) el = S W®)T (-5, -F)" =

2\ .2 _ () 1764 . (2) _ 854 1764 553 1764 1\ T _ T
P(u )33 = aj +TU _(_F+1_3’_1_3+1_31_8) —(70,—35) .

1764 .

13

648 1225 _

325 18

123/203
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Descomposicié QR; Métode de Householder (cont.)

Exemple (cont.)

Observem que

14 -21 14
3 2261 854
AV =QA=| 3| T | i r=(%)
— 2| 22 _se
13 13 13

La primera columna ja la sabiem per I'apartat (5) de la proposicié. Les altres
dues es poden calcular:

n(u®)Tall = B (u®)T(—51,167,24)T = —B20 _ _3p;
P(u®)al” —af! +30u® — (-21,167 + 3,24 - %)
() ol =

P(u®)al =al + 10u® — (14,-68 + X,

L(u®)"(4,-68,—41)7 = —21 = —10;

.
—41-%) .

Descomposicié QR; Métode de Householder 12/14
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Descomposicié QR; Métode de Householder (cont.)

Exemple (cont.)

Si volem resoldre el sistema Ax = b amb b = (1,2,3)" tenim

Tl(u(l))Tb(O) = %(13 %7_%)(15253)T = 17_3;

1 _ 1)) KO _ 0O _ 13 (1) _ 13 13 3 13 2\ T
b = P (u®)b® = b® — 2u® = (1-L,2-183 34 22)
=(_§u§)T.

707 )

()T _ 648 (4 1) (11 23\T _ 648221 _ 612.
7'2(“ ) b3 = 35 (1’ 18)(7’ 7) = 325126 — 175
@)\ p® _ p1) _612,(2) _ (11 _ 612 23 _ 612 1\T _ (337 541\ T
P(“ by3 =by3 — 75U _(7 175° 7 17518) _( 175’175)
—p® _ (_6 _337 541\T
Fer tant’ X Qb— b - ( 7 1757 175) )
i hem de resoldre el sistema
—14 21 14\ (x -8
2
Rx=b?  — 0 -175  70||x|=|-2|.
541
0 0 _35 X3 175
. 23 149 541
que ddna X1 = 3500 X2 = “Eisr X3 T T gis

124/203
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Metodes iteratius Metodes iteratius (cont.)
S’acostuma a usar que la dimensié és molt gran o la matriu del

sistema té una estructura que ho permet. El métode iteratiu xkt1) = Mx(k) + N=1p és convergent si i
només si M és convergent. Es a dir, si i només si p(M) < 1.

Construccié estandard d’'un meétode iteratiu per a resoldre Ax = b

En primer o riem una maiis ro-singlar N
Seguidament definim P := N — A (o equivalentment A = N — P). Si ||[M|| < 1 per alguna norma de matrius, llavors el métode
; 2 sAlEEL) — (k) —1p 4
Liavors el sistemaqueda iteratiu x Mx\") + N~=>b és convergent. )
(N — P)x = b < Nx = Px + b <:>[x — N 1px i+ N 1p ) Per altra banda, recordem que donada una matriu M i donat € > 0

) 5 en t d ¢ fix del st ol existeix una norma de matrius |||, . tal que
ue és una versié en termes de punt fix del sistema inicial. ’ ;
g P p(M) < |IM||p, . < p(M) + €. Per tant sembla raonable la segiient
El calcul de la solucié x es pot implementar com un procediment

d'iteracié directa de la funcié g(x) = Mx + N=1b amb matriu
d'iteracic M == N=1P. El nombre R = —log(p(M)) s'anomena velocitat de convergéncia

de I'algorisme. Obviament com més gran és R més rapida és la
convergencia de |'algorisme.

Definicié

Metodes iteratius 1/4

Metodes iteratius 2/4
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Metodes iteratius (cont.) Metodes iteratius (cont.)

Lema (Férmula d’error a posteriori pels metodes iteratius)

Demostracié (del Teorema) Hx(k) - XH < - ||Aﬁll|\|4|| Hx(k) _ X(k—l)H

Definim e(k) := x(K) — x (és a dir, I'error absolut a la iteracié k).

Tenim.
e = xK) — x = Mx(k=1 4 N~1p — (MX + N_lb) Usant un calcul anterior, escrivim
— M(x(k_l) . x) — Me(k=1). MO M<X(k—1) _ X) _ _M<X(k) _ X(k—l)) N M(x<’<> _ X)‘
Iterant obtenim e(k) = M*e(®). Ara observem que Per tant,
lim x9) = x <= 0= lim e® = lim M e© — Iim M* =0, x4 = x| < M) x4 = <KD 4 ] |19 - |
k—00 k—o0 k—00 k—o0
Per tant, métode és convergent si i només si M és convergent. [l que €s equivalent a

v

)

(1= M) [|x9 = x|| < f1mil |50 = x|

que és el que voliem demostrar. O]

v

Metodes iteratius 3/4 Metodes iteratius 4/4
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tode de Jacobi Metode de Jacobi (con

Consisteix a agafar com a matriu N la diagonal d'A = (a;):

0 —a —a1,n— —a
a1 0 0 1,2 1,n—1 1,n
—ax1 0 —a2,n—1 —a2,n

0 a
N:=D := 2,2 P = —as.1 —as 2
. 0

. 0 —ap—
0 0 ann n—1,n

—an1  —an2 —an,n—1 0

Observacié

Aix0 solament és possible si a;; # 0 per a cada i ja que N ha de ser no-singular.

Per a obtenir una expressié clara i efectiva del métode de Jacobi, en comptes
d’usar I'expressi6 final x = N™'Px + N~'b, és mes convenient usar |'expressi6
equivalent Nx = Px + b que ddna la recurréncia:

Nx & = px®) 4 p,

Metode de Jacobi 1/10
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tode de Jacobi (co

Algorisme (Métode de Jacobi)

procedure JACOBI(A, x, b, n, T, iCOIlV) = A l'entrada x = x(%); a Ia sortida x és la solucic
Vector Auxiliar: x)[n];
k «— 0; iconv « 0; o Inicialitzacié del comptador d’iteracions i del control de convergéencia
do
k— k+1;
fori=1+nd0xi(k
fori=1-+ndo

> Per emmagatzemar el vector inicial de cada iteracié

> Comptem les iteracions

)

<~ Xj, end fOI' > Copiem x a x (k) per a inicialitzar la iteracié

= Bucle de calcul de x(k+l)

i

S «— O; o Inicialitzacié. Per a calcular el sumatori

forj=1-i—1dos<« s+ a;,j)(j.(k); end fore Calculem 37, ; ;a7 ;¥

for j=i+1+ndos<« s+ a;,jxj(k); end for & Per a evitar un if

Xj < b;-i_;s; > Actualitzem x; a xl.(k+1)
end for

while ||x — x¥|| > 7 & k < xMAX
if k = kMAX then iconv « 1; end if
end procedure

> Condicié de parada i control d'iteracions

> Manca de convergéncia; la solucié no és bona

Metode de Jacobi 3/10
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Expressada matricialment, la recurréncia anterior queda:

0 —a12 —ai,n—1

a1 0 o 0 X1(k+1) —a1 0 —az -1 *22:,1 Xl(k) b
0 ap Xz(kﬂ) - : : Xz(k) by
' =|—-a1 —ap2 : : : 1+
o PR AW G : S 0 —ann | L0 ) \b,
o amn/ —an1  —an2 —ann—1 0 "

L’equacié (component) i d’aquesta equacié matricial és:

n n
k+1 K k41 1 K
a,-,;xi( ) _ b — E ai,jxj( ) — Xi( = = b; — g ai,jxj( )
j=1 i j=1

J#i J#i

L'algorisme del Meétode de Jacobi, determinat per aquesta férmula, es mostra a
la transparencia seglient.

Metode de Jacobi 2/10
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M

ode de Jacobi (con

Exemple (Wikipedia)
Considerem el seglient sistema d’equacions:
10x; — x2 + 2x3 = 6,
—x1 + 11x, — x3 + 3x4 = 25,
—11,
15,

2x1 — Xo + 10x3 — Xy

3xo — x3 + 8xs
que té (1,2,—1,1) per solucid.

El metode de Jacobi per aquest sistema és

G 11—0<6 L0 2X?Ek)>,
X2(k+1) _ 11_1<25 " X1(k) i X3(k) = 3x§k)),
X3(k+1) _ %<_11 _ 2X1(k) + X2(k) + xjk)),
\ KD _ %(15 MO x3(k))’
Mtode de Jacobi 4/101
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Metode de Jacobi (cont.)

Exemple (Wikipedia — cont.)

Les primeres iteracions del metode sén

A0 g g0 ) |
0.0 0.0 0.0 0.0
0.6 227273 -1.1 1.875 2.27273 0.875

1.04727 1.71591 -0.80523 0.88523
0.93264 2.05331 -1.04934 1.13088
1.01520 1.95370 -0.96811 0.97384
0.98899 2.01141 -1.01029 1.02135

0.98977 | 0.28409
0.33740 | 0.13088
0.15704 | 0.04630
0.05772 | 0.02135

s WN = O X

Metode de Jacobi 5/10
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Metode de Jacobi (cont.)

Una condicié suficient de convergencia del Métode de Jacobi és:

M| = ||D7'P|| < 1.

Notem que D! és la matriu dlagonal . Per tant,

sii=j

M=D"'P=(my) amb |m;= Oa-- -
: Ty

Metode de Jacobi 7/10
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Meétode de Jacobi (cont.)

Exemple (Wikipedia — cont.)

Per altra banda la suma de les files en valor absolut de la matriu
d’iteracio és (13—0, %, %, %)T

Per tant, la norma infinit de la matriu d’iteracié és %

Aix0 ens déna com a condicié de parada Hx(k) — x(k_l)HOO < tol
ja que

0o, < 2 [ -] = [0 -]

0

N\

Meétode de Jacobi 6/10
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Metode de Jacobi (cont.)

Llavors, la condicié

n
1> ||M|,, = max Z |m;j| = max Z |a"’|
=1

1<i<n 1<l<n
implica que, per a cada /,

n
Z -

i

n
<1 ) laijl <laiil.

j=1

J#i

..
— =

Definicié

Una matriu A =
i=1,2,...
files.

n
(aij) tal que 374, |ai | <laii| per a tot
,n s'anomena estrictament diagonalment dominant per

Metode de Jacobi 8/10
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Metode de Jacobi (cont.)

Per altra banda, la condicié

1> ||M]; = max Z |mj j| = max Z

EN

’3111’

implica que, per a cada J,

a

Z‘ id| <1(:>Z|a,d|<|ajd|.
|3N|

l;é_/ l;é_/

Definicid

n
(aij) tal que Zl-:l;i# laij| < |ajj| per a tot
n s'anomena estrictament diagonalment dominant per

Una matriu A =
j=12,...,
columnes.

Metode de Jacobi 9/10
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Metode de Gauss-Seidel Metode de Gauss-Seidel (cont.)

Consisteix a prendre la matriu N igual a la part triangular inferior

' .
dA= (a,-d-).
0 —ap2 —ai,n—1 —a1,n
e 0 0 0 0 cee —a -1 —a2,n
N = az az2 P=1]0 0
S 0
ani ot @na-1 ann i : ' 0 Tan=tn
0 0 0 0

Observacié

Aixo solament és possible si a;; # 0 per a cada i ja que N ha de ser no-singular.

Com abans, usarem la recurréncia:

—a12 —ai,n—1 —ai,n
a1 0 0 Ek+1; 0 0 —ayn_1 —ap Xlik; by
k+1 k b,
. . . . : Xy
a1 3212 . ' _ 0 0 . . . ' +
: : 0 )\ s : : 0 —an1n | \x(® by
an,1 s an,n—1  an,n n 0 0 .. 0 0 n

Meétode de Gauss-Seidel 1/12
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Metode de Jacobi (cont.)

Resumint, hem demostrat la seglient:

Proposicié

Condicions suficients de convergencia del Métode de Jacobi

Si A és estrictament dominant per files o per columnes, Ilavors el
metode de Jacobi aplicat a resoldre un sistema Ax = b és

convergent.

En aquest context podem fitar la velocitat de convergencia:

R =

—log(p(M)) = log iy = 108 wreraat TwaTT-

Metode de Jacobi 10/10
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L'equacié (component) i de I'equacié matricial anterior és:
n
5 (R
2 i
j=i+1
-

k+1
Ezawx( )
Jj=i+1

Xi(k+1) (b _ Z a,,,x

j=i+1

<

i
(kL)
2 3 =b
=1

k+1
a,,x(+)

Z auJX(Hl))

L'algorisme del Métode de Gauss-Seidel, determinat per aquesta férmula, es
mostra a la transparéncia seglient.

Meétode de Gauss-Seidel 2/12
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Metode de Gauss-Seidel (cont.) Metode de Gauss-Seidel (cont.)

Algorisme (Meétode de Gauss-Seidel amb reemplacament) Exemple (Wikipedia)

L — (0 . .. . ) .
o [Entrada: x = X Com abans, considerem el segiient sistema d'equacions:

Sortida: x és la solucié

procedure GAUSSSEIDEL(A, x, b, n, 7, iconv)

k «— 0; iconv « O; > Inicialitzacié del comptador d'iteracions i del control de convergéncia 10X x> + 2X 6
1— X2 3 =9
do
fic — [k + 1; o _1 . Actualitzem el compta(it))rd:terac:ons —X1 + ].1X2 — X3 + 3X4 — 25,
e acabara sent ||x — x\*) || (aquesta versié de I'algorisme usa ||-|| )
for i = 1 = n dox Bucle de calcul de xl(k+1) Es crucial que s’hi circuli en ordre creixent de i 2Xl — Xo + 1OX3 — Xy = _117
S «— 0; o> Inicialitzacio. Per a calcular el sumatori 3X2 — X3 L 8X4 =15
)
> Nota: perj =1-+i—1,x = x(k+1) Jja qué les i's varien en ordre creixent

W, (recordem que la solucié és (1,2,—1,1)).

forj=1=+i—1dos <« s+aix ;end for= cacuem ;=] a; jx“ "V

for j—i+1l-ndos«s+ a,Jx( ). end fore ui ategim 311 21, xP El metode de Gauss-Seidel per aquest sistema és
=i Wy
X «— bai,[s, i(k+1) en una variable temporal X X:Ek+1) — % (6 4L X2(k) _ 2X§k)),
if |x; —X| > e then e — |x; — X|; end if = |Actualitzant |[x — x|
Depén de la norma que s’usi X(k+1) _ 1 25 + X(k+1) +x 3X
Xj < )?; > Actualitzem x; ax(k+l) ) 2 - 11 1 ’
Eadiioy (k+1) _ 1 (k+1) (k4D | (K)
while e =T & k < kMAX > Condici6 de parada i control d'iteracions X3 = 10 (_11 - 2X1 + X2 + X4 )7
if k = kMAX then iconv « 1; end if > Manca de convergéncia; la solucié no és bona X(k+1) _ l 15 . 3X(k+1) n X(k+1)
end procedure 4 8 2 3 )

v

v

Metode de Gauss-Seidel 3/12
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Metode de Gauss-Seidel (cont.) Metode de Gauss-Seidel (cont.)
Exemple (Wikipedia — cont.)
Exemple (Wikipedia — cont.) Treballant una mica es pot veure que la norma infinit de la matriu
39
Les primeres iteracions del metode sén d'iteraci6 és 5.
Aix0 ens déna com a condicié de parada
k 1 . . 1) | 9 = x0D] | 10— [0 — xk=D|| <t ja que
0 0.0 0.0 0.0 0.0 0549295 12
1 0.6 232727 -0.98727 0.87886 2.32727 0.4 39/110
2 | 1.03018 2.03694 -1.01446 0.98434 0.43018 | 0.03694 Hx(k) = XH < H )H
3| 1.00659 2.00356 -1.00253 0.99835 0.03338 | 0.00659 © ~ 1-39/110 0
4 | 1.00086 2.00030 -1.00031 0.99985 0.00572 | 0.00086 _ 39 HX Y k—1)H
5 | 1.00009 2.00002 -1.00003 0.99999 0.00077 | 0.00009 71
_ (k) _ y(k=1)
Observem la convergencia més rapida que Jacobi. = 0.549295... HX X Hoo
Meétode de Gauss-Seidel 5/12 Meétode de Gauss-Seidel 6/12
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Metode de Gauss-Seidel (cont.) Metode de Gauss-Seidel (cont.)

Demostracié

L'estudi de la convergencia del métode de Gauss-Seidel és una Denotem

mica més complicat que el de Jacobi. Es fa usant la segiient: |—| = max f;.

1<i<n

EqX M=

Com que A és estrictament diagonalment dominant, r < 1.

Proposicié Per altra banda, com ja hem fet abans, definim e(k) := x(k) — x
(és a dir, e(k) és I'error absolut a la iteracié k).

Condici6 suficient de convergencia del Métode de Gauss-Seidel

Si A és estrictament dominant per files, el métode de Gauss-Seidel

aplicat a resoldre un sistema Ax = b és convergent. Demostrarem que per tOt r=12,....n,

)‘ (k 1)”

Metode de Gauss-Seidel 7/12 Metode de Gauss-Seidel 8/12
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Metode de Gauss-Seidel (cont.) - Metode de Gauss-Seidel (cont.)

Recordem que Nx = Px + b (ja que x és la vertadera solucié del

Demostracié (cont. . ; . 5 X
( ) sistema). Llavors, particularitzant el Métode de Gauss-Seidel a

T k _ . k+1 k :
Observem que aixo implica ‘ei( )‘ <r He(k 1)||OO i, per tant, x = xUt1) = ()| tenim .
1
Xi = b,' = ai jXj
k (k) k-1 a’*"( /=1Zj:¢f ’ J)
o  1<i<n per tot i. En conseqiiencia, com que ;" = x;"’ — X;,
i i R < rklle© 1 "
!tera.nt a.questa desigualtat tenim He ”OO < ||e HOO., que e — by — Z i D Zaux 9) = L b= Y
implica limg_,o He(k)HOO = 0. Llavors, limy_o x(K) = x i el metode ai j=i+1 ai,i j=1
z J#i
€s convergent.
Per a demostrar la proposicié necessitem una expressié facil per =—— Z a,,/x (k=1) 4 Z a:,,x - Z aj jx;
(k) i\ =i j=1
i J#i
v
I (k1) 'i aij
I = 1)
= — Z —=e. — —=e .
o d og d
j=it1 aji =1 aji )
Meétode de Gauss-Seidel 9/12 Metode de Gauss-Seidel 10/12
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Metode de Gauss-Seidel (cont.)

Demostracié (cont.)
Per tant,

|

1< 2, Fle L Z et

k _ . .,
Ara anem a demostrar que ‘e,-( )’ <r ||e(k 1)HOO per induccié

respecte d'/.

Comencem amb i = 1. Tenim,

Rt e i BV

a1l |31 1]

Metode de Gauss-Seidel 11/12
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Observacions als métodes de Jacobi i Gauss-Seidel

@ El nombre r de la demostracié anterior que controla la convergencia
del métode de Gauss-Seidel, és la norma infinit de la matriu
d'iteracié de Jacobi.

@ De la demostracié anterior tenim que com més petit sigui r més
rapida sera la convergencia de Gauss-Seidel. Notem que, de fet, el
mateix passa pel metode de Jacobi.

@ Malgrat que els dos metodes tenen la mateixa condicié suficient de
convergencia hi ha exemples en que Jacobi convergeix i Gauss-Seidel
no; i també a I'inrevés hi ha exemples en que Gauss-Seidel
convergeix i Jacobi no.

@ Gauss-Seidel és més rapid que Jacobi quan convergeix i també quan
divergeix. Intuitivament és clar que aixd ha de passar ja que
Gauss-Seidel usa a cada iteracié la informacié el més actualitzada
possible (usa les components de xK*+1) en comptes de les
components de x(¥) aixi que estan calculades). Si el metode
convergeix x¥*1) és una aproximacié d’'x millor que x(¥) i, per tant,
estem usant com a punt de partida a cada iteracié una llavor de
més qualitat.
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Meétode de Gauss-Seidel (cont.)

Demostracié (cont.)

Ara suposem que (e,ﬁk)‘ <rn He(k_l)Hoo per {=1,2,....i—1i
demostrem-ho per i:
’ (k)‘ Iaul‘ (k- 1)’ Iaul‘ gk)‘
= +1 |ai,i |a,,|
n
< 5 el i o)
j=i+1 |a/, |a//| g 0
N e gl )
< aj j ajj (k—1) (k—1)
Sl P rED) He |, = 7 lle“1l.
S0\ |3::| |a,,| 0 ©
NS
s )
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Meétodes de sobre-relaxacio

S’obtenen en modificar la construccié estandard dels métodes
iteratius depenent d'un parametre:

Metodes iteratius de sobre-relaxacié per a resoldre Ax = b

En primer lloc triem una matriu no-singular N(a)) on « és un
parametre que s'anomena parametre de relaxacio.

Seguidament definim P(«) := N(a) — A (o equivalentment

A= N(a)— P(a)).

Llavors la solucié del sistema Ax = b es pot aproximar mitjancant
el segiient metode iteratiu:

(D = M) + (V@) b, _amb_M(a) := (N(a))*P(a))

Metodes de sobre-relaxacié 1/9

Lluis Alseda Meétodes Numeérics: Algebra Lineal numeérica ! y ns (©0S0) 154 /203




- Metodes de sobre-relaxacié (cont.)

Com ja hem vist una condicié suficient de convergencia és que
IM(e)] < 1.

Per altra banda ens interessa maximitzar la velocitat de
convergencia R = — log(p(M(«))). Dit d’una altra manera, es
tracta d'escollir o« tal que R = — log(p(M(«v))) sigui maxim (és a
dir, p(M(«)) < 1 sigui minim).

L'eleccié del parametre de relaxacié o no és necessariament facil.

Veiem un cas particular en el que aquest problema es pot resoldre
explicitament.

Metodes de sobre-relaxacié 2/9
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Metodes de sobre-relaxacié (cont.)

Els valors propis d’'M(«) sén

pi(c) =

M(a) = (N(a))"tP(a) = (1 + a)N)"H(P + aN)

1

— N_
1+«
1

= M Id).
1+a( + ald)

L(P + aN)

Els valors propis de M + a/ld sén \; + « i, per tant, els valors

. , A +
propis d'M(a) sén sén 3. O

v
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- Metodes de sobre-relaxacié (cont.)

Sigui A= N — P una descomposicié estandard per a obtenir un
metode iteratiu i suposem que M = N~LP té tots els valors propis
reals i positius:

0<)\1 )\ )\<1

(la condicié A, < 1 ens assegura que p(M) < 1 i, per tant, que
tenim convergencia).

El metode de sobre-relaxacié (SOR)

consisteix a prendre N(a) = (1 + a)N i P(a) =
requerim A = N(a) — P(a), amb «a # —1.

P + aN ja que

Ara cal determinar el valor d'« tal que p(M(a)) < 1 sigui minim.

Metodes de sobre-relaxacié 3/9
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Metodes de sobre-relaxacié (cont.)

El coneixement dels valors propis d'M(«) que ens déna el lema
anterior ens permet formular el seglient resultat que caracteritza el
valor d'a buscat.

Teorema

Sigui A= N — P tal que M = N~1P té tots els valors propis reals i
positius:
O< A< <<\, <1,

Llavors, el métode SOR donat per N(a) = (1 + a)N i
P(a) = P + aN convergeix per o > —1421,

A més, p(M(a* Mt

)) = ming p(M(a)) per a* = 1%

Meétodes de sobre-relaxacié 5/9
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- Metodes de sobre-relaxacié (cont.)

Demostracié

Fem un canvi de notacié: t := IJ%O[ #0imj:=X—1€(-1,0):

_)\,'—1+1+Oz
B 1+«

pi(t)

Grafiques de |p(t)| = |mjt + 1|

:(A;—l)t+1:m;t+1.

(la part en linia discontinua sén les grafiques de p;(t) = m;t + 1)

[pi(0)] = [mjt + 1

V.

v

Metodes de sobre-relaxacié 6/9
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- Metodes de sobre-relaxacié (cont.)

Demostracié (cont.)

Sit <0, p(M(t)) = ui(t) > 1 per a tot i (métode no convergent).
Per altra banda, per a cada t > 0 tenim

pa(t) < po(t) < - < pa(t) < 1.

Per tant, |u;(t)] = 1 amb t > 0 és equivalent a p;(t) < —1. A
més, la primera recta en arribar a —1 és uq(t).

Sigui t tal que p;(t) = —1.

Clarament, p(M(t)) = |p1(t)] = 1 peratot t >t i pi(t) € (—1,1)
peratotiite(0,f).

Per tant, p(M(t)) < 1 i el métode és convergent si i només si

te (0,t).

Metodes de sobre-relaxacié 7/9
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Demostracié (cont.)

Anem a calcular t. Tenim —1 = puy(t) = mit + 1. Llavors,

T=—m%.Ara,
L—t<f— 2 —
1+Oz_ - A —1
A —1 14+
1+(X>—1TZ>OZ>— +2 1.

Ara anem a demostrar la segona afirmacié del teorema. De la
figura tenim

p(M(t))

max | (t)] = max{|p1 ()], [n(t)[}

= max{—u1(t), un(t)} = max{—mit — 1, myt + 1}

i el punt on p(M(t)) és minim és el punt t* tal que
—mt* —1=myt* + 1.

v

Metodes de sobre-relaxacié 8/9
Lluis Alseda Meétodes Numeérics: Algebra Lineal numérica Sota llicencia CreativeCommons (@383 161/203

Metodes de sobre-relaxacié (cont.)

Demostracié (cont.)

Tenim

—mtf—1=mpyt* +1
1 * 2 2
:t = — = — p—4
1+ a* my + my, A +A—2
M+ —2=-2-2a"
A1+ g
*—_7

O

v

Metodes de sobre-relaxacié 9/9
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Valors i vectors propis. Métode de la potencia

El métode de la poténcia té com a objectiu calcular el valor propi
dominant d'una matriu i el seu vector propi dominant associat.

Definicié (valor propi dominant)

Sigui A una matriu n x n amb valors propis A1, A2, ..., A\,. El valor
propi A1 s'anomena valor propi dominant d’A si |A1]| > |\;| per
i=2,3,....n

El vector propi associat a A1 s'anomena vector propi dominant d’A.

Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 1/22
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Valors i vectors propis. Metode de la poténcia (cont.)

Valors i vectors propis. Metode de la potencia (cont.)

Observacions a la definicié de valor propi dominant

e El valor propi dominant, si existeix, no pot ser complex (en
aquest cas hi ha dos valors propis — ell i el seu conjugat —
amb el mateix modul). Llavors, el valor absolut del valor propi
dominant és el radi espectral d'A, p(A).

o El valor propi dominant, si existeix, ha de ser simple i, per
tant, ha de ser diferent de zero.

@ Si A és el valor propi dominant d'A no pot ser que —\ també
sigui valor propi d'A.

@ A la vista dels comentaris anteriors, obviament, no tota
matriu té un valor propi dominant.

Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 2/22

Lluis Alseda Métodes Numeérics: Algebra Lineal numeérica (@0 164/203

Valors i vectors propis. Metode de la poténcia (cont.)

Aplicacions del Metode de la potencia

Encara que el metode de la poténcia aproxima a un Unic valor propi és
molt Gtil. Per exemple, Google I'utilitza per calcular el Page Rank dels
documents en el seu motor de cerca i Twitter |'utilitza per a mostrar als
usuaris els Trending Topics. Per matrius esparses i ben condicionades
(com la matriu Web) el metode de la poténcia pot arribar a ser més
eficient que altres meétodes de calcul del vector propi dominant.

Per altra banda, com veurem, el métode de la potencia desplacada i el
métode la poténcia inversa desplacada permeten calcular altres valors
propis apart del dominant o permeten calcular valors propis quan el valor
propi dominant no existeix.

El metode la potencia inversa desplacada és un dels millors métodes de
refinament de parelles valor/vector propi quan en tenim una estimacié
inicial.

Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 3/22
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Una classe de matrius “amiga” del méetode de la potencia

La classe de les matrius no-negatives és molt important ja que
apareixen de manera natural a moltes aplicacions.

En aquesta classe, el valor propi dominant sempre existeix i
coincideix amb el radi espectral de la matriu.

Aquest cas esta caracteritzat pel conegut Teorema de
Perron-Frobenius que enunciem a continuacié

Definicid

| A

Un vector s'anomena no-negatiu (respectivament positiu) si totes
les seves components sén reals i no negatives (respectivament
positives). Analogament, una matriu s'anomena no-negativa
(respectivament positiva) si totes les seves components sén reals i
no negatives (respectivament positives).

v
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Valors i vectors propis. Metode de la potencia (cont.)

Teorema (Perron-Frobenius)

Sigui A una matriu n x n no-negativa. Llavors, p(A) (el radi
espectral d'A) és un valor propi d’A amb vector propi no-negatiu
(és a dir, p(A) és un valor propi real, no-negatiu i qualsevol altre
valor propi d’A té modul més petit o igual que p(A)).

Suposem que A, a més de ser no-negativa, és irreductible. Llavors
p(A) és un valor propi positiu i simple, i qualsevol altre valor propi
d’A té modul estrictament més petit p(A). El vector propi associat
a p(A) és positiu i és I'tinic vector positiu de la matriu A.

.

Definicid

El valor i vector propi donats pel teorema de Perron-Frobenius
s'anomenen, respectivament, valor propi de Perron-Frobenius i
vector propi de Perron-Frobenius.

Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 5/22
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Valors i vectors propis. Metode de la potencia (cont.)

Definicié (Irreductibilitat)

Una matriu A és diu reductible si existeix una matriu de
permutacié P tal que PAP~! és una matriu de blocs de la forma

(< &)

on E i G sén matrius quadrades de dimensions que sumen n.

Una matriu és irreductible si no és reductible.

Equivalentment, A és irreductible si per a cada parell d'indexs i i J,
existeix nombre natural m = m(i,j) tal que la component i, de la
matriu A”, (A™);j, és positiva.

Valors i vectors propis. Meétode de la poteéncia 6/22
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Valors i vectors propis. Metode de la poténcia (cont.)

Observacié (sobre la irreductibilitat)

Hi ha moltes altres definicions interessants d'irreductibilitat, en
particular re-interpretant la matriu A en termes de grafs
combinatoris.

Observacié (Les matrius no-negatives son “amigues” del métode

de la potencia)

A la vista del Teorema de Perron-Frobenius, el metode de la
poténcia sembla dissenyat especialment per a calcular valors propis
de Perron-Frobenius de matrius irreductibles.

Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 7/22
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Valors i vectors propis. Metode de la poténcia (cont.)

El Métode de la poténcia (versié indtil sense escalament)

Consisteix a triar una llavor x(© i usar la recurréncia
[x(kH) = Ax(K) ]

Per entendre com funciona el metode suposem que la matriu A
diagonalitza. Llavors tenim valors propis [A1]| > [X2| = -+ = |A,|
amb vectors propis associats vy, vs, ..., V,, respectivament.

Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 8/22
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Valors i vectors propis. Metode de la potencia (cont.)

Valors i vectors propis. Metode de la potencia (cont.)

Si escrivim la llavor x(© = > aiv; en la base de vectors propis
tenim:
) — Ax(k=1) _ A2, (k=2) _ .. _ Ak, (0)

n n n
= Ak Z Qv = Z a;Aky; = Z a,')\f-(v,'
i=0 i=0 i=1

Per altra banda, com que ‘i—i‘ < 1 per atoti>1, tenim

k)
. . X(
x(K) ~ )\kalvl i lim —— = a1vy.
1 k
k—o0 )\1

sempre que o # 0. A
Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 9/22
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Valors i vectors propis. Metode de la poténcia (cont.)

El Métode de la poténcia amb escalament

Consisteix a triar una llavor x(© i usar la recurréncia

(k)
(k) ._ X o (k1) LA (K)
yy Hx(k)H i X = Ay,
Llavors,
y(k) B x(k) B Ay(k—1) B Ax(k=1) o Ak x(0)
I [l [ {fx =] [T x|
A més, com que Hy(k)H =1,
k . Ak x(0)
D = || akx0) ok 2
[T[x] = [l 9 - 2y

Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 11/22
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Observacié

Aixo ens diu que el procediment no es pot implementar tal com
I'hem escrit ja que si Ay > 1, limy_. ||x¥)|| = o0 i obtindrem un
overflow a I'emmagatzemament de dades.

Per a resoldre aquest problema és obligatori escalar els vectors.

Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 10/22

Lluis Alseda Metodes Numérics: Algebra Lineal numérica 172/203

Valors i vectors propis. Metode de la poténcia (cont.)

Usant els calculs de la transparencia 171/203, com que a3 # 0,
Ak x(0)
| A% 1x O]

)\11( [alvl + Z?=2 o <i—;)
- k—1 n A\ k1
/\1 (e 50 %1 +Zi=2 o; <)\—1) Vi

Per tant (recordem que, per x # 0, signe(x) = ﬁ)

>

Vi

Tl amb 3 = signe(A\1)* Lsigne(ay).
Vi

Jim xk) = \18

x(K) aproxima el vector propi associat a A;.

Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 12/22

Lluis Alseda Meétodes Numeérics: Algebra Lineal numeérica (@056 174/203

173/203




Valors i vectors propis. Metode de la potencia (cont.)

Per altra banda, com que a1 # 0, si £ és tal que vy p # 0 A
(denotem per v; ¢ la component /—eéssima del vector v;):

k+1
k+1 n )\,‘
X(k+1) )\1 [al Vie + Zi=2 Q; (71) V,"g:|
lim f(ik) = lim
k—00 Yy k—o0

K
k n A
A7 [alvl,e + 2o i (7{) Vi,Z]

. \ k1
. aviy + Zi:2 Qi ()Ti) Vig
= )\1 lim =)\

k
k—o0 n Ai
aivig + i, /\T) Vig

>

(els termes TARO]] €S simplifiquen).
- . X<k+1> . .
Es a dir, ‘y<7k) aproxima el valor propi Aj.
J4

Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 13/22
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Valors i vectors propis. Métode de la poténcia (cont.)

Normalitzacié i el problema de que cal triar £ tal que vy # 0

Es recomana usar la norma |||, pel segiients motius:

@ Per a normalitzar un vector es minimitza |'aritmética i la complexitat.

@ El vector y(k) sempre té una component £(k) tal que yl((k,?) = +1. Llavors

el quocient es pot calcular amb la férmula:

KUetD)
k) (k) (k+1)
(o~ = signe (ye(k)) Xoky >
Yoy
que no necessita aritmética (es calcula amb un if aritmétic i un canvi

de signe).

@ Quan x sigui prou aprop de Alﬁu“j—iu la component £(k) coincidira amb
alguna de les components d'vi de modul maxim i, llavors, vi gx) # 0 ja
que vi # 0. Aix0 assegura si a cada iteracié prenem ¢ = £(k)
assimptoticament estem prenent components tals que vy gx) # 0.

Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 14/22
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Valors i vectors propis. Metode de la poténcia (cont.)

El Quocient de Rayleigh

Una altra estrategia és usar la norma ||-||, per a normalitzar i el
Quocient de Rayleigh per a aproximar el valor propi:

(xk+D) T ()
(y®0) Ty
Si normalitzem de manera que Hy(k)H2 =1, tenim

Ry = (X(k—i-l))Ty(k).

Notis, que aquesta és una altra manera de resoldre el problema de
la tria de la component ¢ tal que v; ¢ # 0. A més la velocitat de
convergencia de la successié {Rx}x a A1 és més gran que la de la

(k+1)
4 Xe
successio 0 .
Yo k

Rk = jaque |lim Ry = Aq.
k—o0

Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 15/22
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Valors i vectors propis. Metode de la poténcia (cont.)

Algorisme (Métode de la poténcia amb normalitzacié per la norma ||| )

Entrada: A, n, T

procedure POTENCIA(A, n, 7, A, v, iconv) > |Sortida: A, v, iconv
iconv « 0; o Inicialitzacié del comptador d’iteracions

. Inicialitzacio. Volem A,y # X a la primera iteracio

)\o]d <« ||A||oo ar 1: = | Per matrius no-negatives es pot prendre X,y = —1

fori=1-+-ndo v; < 1; end for
for k = 1 — kMAX do
max «— —1;
for i =1+ ndo
if |vi| > max then max < |vj|; imax < i; end if

= Llavor recomanada per matrius no-negatives
> Control d'iteracions

= Inicialitzem el calcul de ||v|| o,

> Calculant [|v]|

end for

for i =1+ ndo v; < v;/ max; end for > Normalitzant v; v;, . = +1
SEE (meax > 0) ?71: —1; = s = signe(vj, . )
V «— AV; = [teracié del métode de la poténcia

A — SV[imax];
if |A\ — X\oa| < 7 then return )\; end if
Aold < A;
end for
iconv « 1;
end procedure

> Quocient per a aproximar el VAP
> Parada quan hi ha convergencia

> Memoria; pel control de convergéncia

> Manca de convergéncia; la solucié no és bona

v
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Valors i vectors propis. Metode de la potencia (cont.) Valors i vectors propis. Métode de la poténcia (con

SR ()

Considerem la matriu Alguns iterats del metode de la potencia:

B
>
1 1 11 I
p 1 2 1 1 g ’ M) ’ya) ’ @ ’ v ’ @ ’ M) ’ en) ’ 460 ’ (50)
111 3 1 1 4 4/7 | 22/7 | 22/43 | 126/43 | 0.48310718 | 2.80389711 | 0.48310497 | 2.80388635
11 1 4 1 5 5/7 | 27/7 | 27/43 | 153/43 | 0.58367338 | 3.38757050 | 0.58367041 | 3.38755677
1 6 6/7 | 34/7 | 34/43 | 194/43 | 0.73711653 | 4.27813018 | 0.73711096 | 4.27810829
que té eIS seguents Valors | vectors pr0p|s 1 7 1 43)7 1 255/43 1.0 5.80389711 1.0 5.80388635
. k 5
valor propi || vi | v2 | vs | v Com que y} | per tot k, el quocient
5.803886359051 0.483104972356 | 0.583670417966 | 0.737110968727 | 1.0
2507748705363 || -0.196292113952 | -0.326480993076 | -0.969478187608 | 1.0 PSR ¢ )
1.392275290272 || -1.154746278239 | -4.098460314969 | 2.645481883481 | 1.0 17~ 7% Yo @ =X
0.296089645312 || -9.132066580165 | 3.841270890079 | 1.586885335398 | 1.0 ) Observem que per k = 14 tenim 4 digits bons i per k = 50 els hi tenim tots (de fet

en tenim 16 de digits correctes).
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Valors i vectors propis. Metode de la poténcia (cont.) Valors i vectors propis. Metode de la poténcia (cont.)

Eleccié de la llavor per la qual « 0] n :
S T ——————

Observem que a1 = 0 és equivalent a que x© pertany a I'hiperpla ortogonal a

. ; . . 5 0) _
“ (VITX(O) = 0). Aixd no és problema per dos motius: Considerem el mateix exemple que abans pero ara agafem com a llavor x o+ v+ va

NO) O X MED (51 (76)

@ La probabilitat de que un vector agafat a |'atzar pertanyi a un hiperpla
: -10.48310497 -1.00000000 -0.45825033 -0.49225992 2.05610875 2.8038863583

determinat és zero. Es a dir, aquest és un fet que no veurem mai ‘" .
-0.583670417 -0.05567724 -0.51392758 -0.81877012 2.43329785 3.3875567760

@ D’acord, pero, i si | obsv/er.vat,:lo anterior no flym'uona\.. OK suposeml 3.262889031 0.31125215 | 0.16425397 | -2.43116033 | 2.75600067 | 4.2781082949
e 0. La mala noticia és que, com que : hlperpla ortogonal e 3.0 0.28617475 0.40027393 2.50774007 5.05610875 5.8038863583
invariant per productes d'A, la teoria diu que v1Tx<k) =0 peratot ki — - - -

. . S —1 =i =il
I"algorisme mai convergira. vy X 5.9-10 1.57 -10 4.88 - 10 9.5
P Iy v "y q . 5 (K)
Malgrat aixd, la condicié vi' x¥) = 0 és una condicié tancada impossible S Xo(k) 0.45825033 | 2.50774007 | 5.05610875 | 5.8038863583
de mantenir en un context d'aritmética en punt flotant amb errors Observem que invertim uns 21 iterats en sortir de la zona vi' x*) = 0 perd fins I'iterat 51 el
d'arrodoniment. Millor dit, gracies als errors d'arrodoniment (i aquesta vector v no té prou gran la component del vector propi vi per a comencgar a “tibar” en la
sera la tnica vegada a la vida que els errors d’arrodoniment ens ajudaran direccié v1.
N : : - T, (k) . _ " . X
*") al cap d'uns quants iterats tindrem v, x™ & 0, que ens posa en les Les aproximacions \; ~ s - xéé‘,z) sén “penoses” per k < 50. Perd malgrat tot el métode

condicions de convergeéncia. Es a dir, finalment, |'inic que notarem és que

o &P
necessitem una mica més d'iterats per a fer el calcul (veure I'exemple). COMRAE

Finalment, per k = 76, tenim tots (8) digits correctes.

Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 19/22
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Valors i vectors propis. Metode de la potencia (cont.)

Valors i vectors propis. Metode de la potencia (cont.)

Ara anem a estudiar la convergencia del Métode de la Potencia. Si
denotem k := i—f, d'un calcul fet abans obtenim:

(k+1)

., 3\ K+
X, a1vig + Do (,Tl) Vig
(k)

/ Yy \ aivig + 27:2 Qj <:\\ﬁ)k Vi
s T [14 ikt 4 0 (w50 | [L4 gt 4 0 ()]
[1 + BF 4 O </€k+1>] [1 — B+ 0O <5k>]
[1 — Bk + 0 (nk)] .

Es a dir, la velocitat de convergencia del metode depen de BrkX.
Com més petit sigui |k| = % més rapida sera la convergéncia.

1+ Bk 4+ O (kkH1)
1+ Brk + O (k)

1
e
per Taylor amb

y = Bek+0 (nk)

A1
A1

Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 21/22
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Variants del metode de la potencia

Metode de la potencia desplacada

Sigui A una matriu n X namb A\;; v; i = 1,2,...,n parelles de
valor i vector propi d'A (Av; = \jv;).

El metode de la potencia desplagada consisteix a prendre € R i
considerar la matriu A + p Id, que té les parelles de valor i vector
propi p; = A;j + u; v;. Si es pot prendre p de manera que algun
dels p; sigui el valor propi dominant, el metode de la poténcia ens
permet calcular la parella p;; v;. Llavors, pu; — pu; vi és una parella
valor/vector propi de la matriu A.

Com que la velocitat de convergencia del metode de la potencia
depén positivament de i—f, cal prendre i1 de manera que aquesta
separaci6 sigui el més gran possible.

Variants del metode de la poténcia 1/7
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Exercici (per lliurament suplementari)

Demostreu que la velocitat de convergencia de I'algorisme en usar
el quocient de Rayleigh és d’ordre 3k (és a dir, és el doble de
I'anterior).

Valors i vectors propis. Métode de la poténcia 22/22
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Variants del métode de la poténcia (cont.)

Aplicacions del metode de la potencia desplacada

Sigui A una matriu n x n amb valors propis
A1l = (A2 = -+ = | A4l
@ Suposem que \; és positiu i simple pero que hi ha d'altres
valors propis amb el mateix modul (per exemple —A; i/o
valors propis complexos A; tals que |\;] = A\1). En aquest cas
no hi ha valor propi dominant pero u; = A1 + p és valor propi
dominant de A + uld sempre que prenguem g > 0. Si prenem
1 prou gran podem usar el metode la potencia desplacada per
a calcular 7 i el seu vector propi associat i obtenir A1 i el el
seu vector propi associat.
@ Suposem que A1 és negatiu i simple pero que hi ha d'altres
valors propis amb el mateix modul. Es pot usar el mateix
procediment que abans pero amb p negatiu.

Variants del metode de la poténcia 2/7
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Variants del métode de la poténcia (cont.) Variants del métode de la poténcia (cont.)

Aplicacions del métode de la poténcia desplagada (cont.) Metode de la potencia inversa desplagada

@ Suposem que A1 és real i que ja I'hem pogut calcular. Els Sigui A una matriu n x namb \;; v; i =1,2,...,n parelles de
valors propis de la matriu A — A1 1d sén valor i vector propi d'A (Av; = \;v;).
0,2 — A1, A3 — A1,..., Ap — A1. Sigui Ay el valor propi de
modul més gran entre tots els valors propis que tenen part real
de signe contrari a A1 i suposem que Ay és real i simple (és a
dir, Ay és real i simple, \pA1 <O

El metode de la potencia inversa desplacada consisteix a considerar
la matriu (A — pld)~! amb p € R, que té les parelles de valor i
vector propi uj = ﬁ Vi.

Aol = {IAj] - R(A)A1 < 0}). Clarament, Ay — Ap és el valor Si es pot prendre 11 de manera que algun dels f; sigui el valor propi
propi dominant de A — A1 Id i podem usar les tecniques dominant, el métode de la poténcia ens permet calcular la parella
3 v 5 i i6 7 = 1.
anteriors per a calcular \p. ) fi; vi que déna una aproximacio de la parella A; = p+ -5 v;. )
Variants del métode de la poténcia 3/7 Variants del métode de la poténcia 4/7
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Variants del métode de la poténcia (cont.) Variants del métode de la poténcia (cont.)

Aplicacions del metode de la poténcia inversa desplacada

Metode de la potencia inversa desplacada: Hem d'invertir la
matriu???!11 Sigui A una matriu n x n amb valors propis

A1l = A2 = = |l

El metode de la potencia consisteix a aplicar la recurréncia
x(k+1) — Ay(K)_ En el cas de la potencia inversa desplacada, la Suposem que )\, és real, simple i diferent de zero. La matriu A~}
recurrencia és xk*1) = (A — p1d)~1y ) que és equivalent a té valors propis
(A — pld)xtk+) = (k)

1 1 1
/\—1‘ < ‘/\—2‘ <0< ’/\—n‘ i, prenent, u adequat
(com en el cas del meétode de la poténcia desplagada podem

Es a dir, una iteracié del metode de la potencia inversa desplacada aconseguir que ‘)\ 1 ‘ 5 1 ‘ i, per tant, 5 1 &s el valor
@ c : . " a —h —1—p —K
consisteix a resoldre el sistema d'equacions que té A — pld com a . . ! o 1 s 2
C (k) . propi dominant de la matriu (A — p1d)~*. Aixd ens déna un
matriu i y'*) com a terme independent. N 5
J metode de calcul de \,.
v
Variants del metode de la poténcia 5/7 Variants del metode de la poténcia 6/7
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Variants del métode de la poténcia (cont.)

Aplicacions del metode de la poténcia inversa desplacada:

Refinament de valors i vectors propis

Suposem que per A valor propi real i simple i per v vector propi
associat a A tenim A ~ A i vV ~ v (per exemple calculats amb un
altre meétode). Una hipotesi raonable és que I'aproximacié A ~ A és

prou bona perque ‘A — X‘ & ’)\j — X‘ per a tot valor propi A\; # A.

Amb aquesta hipotesi p = ATlX és el valor propi dominant de la

matriu (A — de)_1 amb g >» pj = )\—15\ per a tot valor propi
-

A # /N\ A més el vector propi associat a p per la matriu

(A—XId)~! és v ~ V. En aquesta situacié el metode de la

poténcia inversa desplacada aplicat a (A — Ald)~! amb llavor V¥

convergeix “‘com una bala” a la parella u; v. Aixo ens permet
obtenir una molt bona aproximacié de la parella A = X\ + /%; V.

Variants del métode de la poténcia 7/7

Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt (cont.)

Per altra banda, si p; w és una altra parella de valor i vector propi
d’'A (Aw = pw), sigui w := w — yv amb

o
i —— )

c—(A—p)

Llavors,

AW = A(w —yv) —ovz (w — v)
=Aw —~vAv — 0o (ZTW) v+ oy (ZTV) v
ZMW—’)//\V—U(ZTW)V-i-O")/V

= uw — (7/\ +o0 (ZTW) —o’y) V.

Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt 2/11
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Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt

Sigui A una matriu n x n i siguin X; v una parella de valor i vector
propi (Av = Av).

T

Sigui 0 € R i z € R"” un vector tal que z' v = 1. Definim la matriu

nxn
A= A—gvz'.

Observem que
Adv = Av —ov (va) =Av—ov=(A—o)v.

Es a dir, el valor propi A d’A amb vector propi v es converteix en el
valor propi A — o d'Ad, també amb vector propi v.

Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt 1/11
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Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt (cont.)

Observem que

o ((ZTw)=7) = o (1 - ﬁ) ZTw

Per tant,

A = pw — (YA = (A = p))v = pw — ypv = pi.

Es a dir, el valor propi i d'A amb vector propi w és també valor
propi d'Ad perd amb vector propi W := w — yv.

Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt 3/11
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Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt (cont.)

Obviament el cas més interessant de la deflacié de Wielandt és
quan o = \.

A més, la llibertat en la tria de z es pot invertir en una reduccié de
la dimensié de la matriu.

Sigui v = (v1,v2,...,vs) | i suposem que j és tal que v; # 0. Sigui
a el vector format per la fila j de la matriu A. Es a dir, a' = ejTA
on ¢ denota el j—eéssim vector de la base canonica (e; és el vector

que té totes les components zero excepte la component j que és un

1).

Per I'equacié caracteristica tenim a'

Al _ T, _ L
V—ejAV—)\ejV—)\VJ i

1 \T
per tant, <ija) v =1

Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt 4/11
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Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt (cont.)

Llavors, prenent 0 = A i z = ﬁa, obtenim
J

1 1
A Ao val = A— Zval.
AVj i

Observem que A — %vaT = (Id —%vejT)A on vejT és la matriu zero
J J

excepte a la columna j, que és el vector v. Per tant, la fila j de
%vejT, té totes les components zero excepte la component j (la de
J

la diagonal) que és un 1. Aixi Id —%vejT té la fila j tota de zeros el
J
que implica que A? = (Id —%vejT)A també té la fila j tota de
J
zeros. Per tant, podem esborrar la fila i la columna j d’A? per a

obtenir una matriu AW de dimensié n — 1 x n— 1 que té els
mateixos valors propis que la matriu A excepte A.

Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt 5/11
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Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt (cont.)

Reconstruccié dels vectors propis d'A a partir dels d’AW

Observem que si  és un valor propi d'’AW amb vector propi W,
llavors 4 és un valor propi de d’A4 amb vector propi

w = (W17W2a oo aWj—bOijaWj—i—la oo aWn—l)

on W; denota la component i de w: AW = puw.

Ara denotem
_ =Ny
=TT
Veurem que , p és també valor propi de la matriu original A pero
amb vector propi w = v + nw.

Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt 6/11
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Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt (cont.)

Tenim:
Aw = A(v + nw) = Av + nAw
1
=Av+n (Ad + —vaT) w
Vi

~ -y 1 -
= A\v + nA%W + %vjv (a"w)

= AV +nuw + (u— N)v = nuw + pv = uw.

Observacié

Com que els A i v que s'usen tenen errors, a cada deflacié
empitjora la qualitat de la matriu AW i, per tant, es va degradant
seriosament la qualitat del calcul (incrementant el nivell d'error)
dels successius valors i vectors propis.

Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt 7/11
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Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt (cont.)

Exemple (Deflacié de Wielandt)

Considerem |'exemple anterior:

1 111
1 211
A=11 1 31
1 1 1 4
amb valors i vectors propis:
valor propi Il Vi | Vo | V3 | va

5.803886359051 0.483104972356 0.583670417966 0.737110968727 | 1.0
2.507748705363 -0.196292113952 | -0.326480993076 | -0.969478187608 | 1.0
1.392275290272 -1.154746278239 | -4.098460314969 2.645481883481 1.0
0.296089645312 -9.132066580165 3.841270890079 1.586885335398 | 1.0

Per a deflacionar usarem A = 5.8038863590 i
v = (0.4831049723,0.5836704179,0.7371109687, 1.0)T.

Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt 8/11
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Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt (cont.)

Exemple (Deflacié de Wielandt (cont.))
Llavors,

—0.5257780625 1.4742219374 —0.5257780625

w 0.7918352089 —0.2081647910 —0.2081647910
A 5
—1.0699435054 —1.0699435054 1.9300564945

Si apliquem el metode de la potencia a aquesta matriu obtenim la parella
valor vector propi

w = 25077487053 i w = (0.1592899388,1.1947132271, —2.5077487053)T.
Com hem dit abans,
w = (0,0.1592899388,1.1947132271, —2.5077487053)T

és el vector propi associat a j per la matriu A¢ (es pot comprovar
facilment fent els productes A%W i ).

Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt 10/11
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Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt (cont.)

Exemple (Deflacié de Wielandt (cont.))

Com que v; # 0 podem prendre j = 1. En aquest cas tenim:

0.4831049723
T (0.5836704179) (1 11 1)

V@ = | 0.7371109687
1.0

0.5836704179  0.5836704179 0.5836704179 0.5836704179
0.7371109687  0.7371109687 0.7371109687 0.7371109687

(0.4831049723 0.4831049723  0.4831049723  0.4831049723
1.0 1.0 1.0 1.0 )

i, per tant,

oA LT
0.483104972356

—0.5257780625 —0.5257780625 1.4742219374 —0.5257780625

0.0 0.0 0.0 0.0
(—0.2081647910 0.7918352089 —0.2081647910 —0.2081647910)
—1.0699435054 —1.0699435054 —1.0699435054 1.9300564945

v

Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt 9/11
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Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt (cont.)

Exemple (Deflacié de Wielandt (cont.))

Finalment,
=Ny

= = 1.3801834423
a w

77 =
i per tant, u és valor propi d’A amb vector propi
v+nw = (0.4831049723,0.8035197541, 2.3860343831, —2.4611532405) "

Per a poder comprovar el resultat normalitzarem el vector anterior
dividint-lo per la seva darrera component (—2.4611532405), de manera
que la darrera component del vector normalitzat sigui 1. Tenim:

(—0.1962921139, —0.3264809930, —0.9694781876,1.0) ",

que és consistent amb les dades de la taula original de valors i vectors
propis.

Calcul dels valors propis: Deflacié de Wielandt 11/11
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