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INTRODUCCIO

En termes generals per sistema dinamic s’entén un model matematic que simu-
la ’evolucid, en el temps, d’un cert organisme. Les estrategies per a la construc-
cié6 d’aquests models matematics per a organismes fisics, quimics, biologics, socials,
etc. (sistema observat), depenent d’alguns parametres observables, és el primer pas en
P’activitat modeladora de la Teoria dels Sistemes Dindmics. De fet el sistema observat
no es podra descriure per alguns parametres només, pero es pretén que aixi sigui en la
idealitzacio matemdtica. Aquesta idealitzacié ens condueix a un model geomeétric pel
conjunt de tots els estats ideals de 'organisme, espa: de fases. Diferents models poden
donar lloc a diferents espais de fases. La relacié entre ’estat actual de 'organisme i els
punts del model geometric és una ficcié que és objecte de discussio.

De la propia definicid, els sistemes dinamics han de tractar amb el concepte de
canvi, variacié del canvi, variacié de la variacio del canvi i aixi successivament. Per
aix0, 1 com ho comengaren a fer Newton (1642-1729) i Leibniz (1646-1716), ’evolucié
del sistemes dinamics s’inicia dins ’ambit de les equacions diferencials ordindries. Els
problemes que motivaren aquest desenvolupament foren I'estudi de la dinamica puntual
1 dels cossos rigids, certs problemes geomeétrics i problemes de la mecanica celeste. L’ds
de metodes particulars de resolucié de tipus concrets d’equacions diferencials a partir
del calcul diferencial i integral, varen ésser les vies que, fins al segle XIX, se seguiren a
I’hora d’abordar la investigacié d’equacions diferencials dins les arees de la mecanica,
geometria diferencial i del calcul de variacions, especialment.

El darrer quart del segle XIX sorgeix un dels desenvolupaments més importants
en la historia de les equacions diferencials: la creacié de la investigacié qualitativa de
les equacion diferencials, Teoria Qualitativa, expressié procedent de H. Poincaré (1854~
1912) qui la inicia juntament amb A.M. Lyapunov (1857-1918). Aquesta renovadora
teoria s’enfronta al fet que sén relativament poques les equacions diferencials que ad-
meten solucié per quadratura i, per tant, si es vol aclarir el comportament de les corbes
integrals d’una equacié diferencial qualsevol y' = f(z,y), o bé d'un sistema

L iz,

I)
dy (
i Pa(z,y),

definit a tot el pla, s’ha de fer sense integrar les equacions, aix0 és, exclusivament per
mitja de I'estudi de les propietats de les funcions ¥; i . Es, aleshores, el primer
cop a la historia en que 'estudi de les equacions diferencials s’aborda des d’una branca
diferent de la de la matematica pura: la de la geometria i topologia.
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La reduccié a ’estudi de sistemes d’equacions diferencials al pla, lluny d’ésser-ho,
s’ha d’entendre com a un primer i més simple cas que s’estudia tant per la seva propia
importancia com a preliminar a la consideracié de casos més complexos. En aquests
tipus de sistemes ja hi ha qliestions de la Teoria Qualitativa d’equacions diferencials que
es reproduiran a ordres superiors, si bé amb un grau de dificultat major, i que sén les

seguents:
- Té el sistema (I) corbes integrals que sén corbes tancades?.

- Sén les solucions corresponents a un punt d’equilibri estables o inestables?.

- Per a quines regions de les variables, els punts de les corbes integrals tendeixen a
un estat d’equilibri quan s’incrementa la variable temps, t7.

La historia de 'interés per a l’estudi de les orbites periodiques estd animada per
la musica. Fins al voltant de 1800, el concepte dominant als sistemes dinamics fou
el de punt limit. Aleshores, els experiments de Chaldri (1756-1827) amb instruments
musicals presentats a Napoleé feren créixer, en la consciéncia de la comunitat cientifica,
la idea de cicle limit (orbita periodica aillada diferent d’un punt critic) . L’estudi de
processos i fenomens periodics als camps de la mecanica, Optica, actstica, etc. esta
sotmesa a la Teoria Oscil-latoria. Rayleigh (1842-1912), dins l'ambit de la dinamica
experimental, a la fi del s.XIX publica la primera exposicié6 comprensiva de la Teoria
General Oscil-latoria. El celebrat “Treatise on the Theory of Sound”. D’altra banda,
Uinterés per a l'estudi de les orbites periddiques rau, també, en el camp de la. mecani-
ca celeste, el qual, fins al s.XIX, fou I"inic que tragué profit de la Teoria Qualitativa
de les equacions diferencials. A I'inici del present segle, pero, té lloc un canvi essen-
cial. El desenvolupament de la tecnologia involucrant la necessitat de 1"is de la Teoria
Oscil-latoria. Particularment rellevants qiiestions de radio-enginyeria es reflecteixen a la
terminologia matematica de la Teoria Qualitativa d’equacions diferencials. Per exemple,
la qliestié d’existencia o no existéncia d’oscil-lacions per a diversos valors dels parame-
tres, correspon a la qiliestié d’existéncia o no-existéncia de cicles limit a un sistema
d’equacions diferencials. D’entre els seguidors de Rayleigh, ’experimentalista B. van
der Pol (1889-1959) fou particularment prestigiés. Treballd amb els primers oscil-ladors
electronics basats en tubs del buit, donant exemples de sistemes fisics oscil-latoris mit-
jancant models dinamics amb atractors periodics, c.f. [Po, 1927]. De la mateixa epoca
son els estudis de A. Liénard, [Lie, 1928], del qual és ben coneguda I'equacié que duu
el seu nom, en relacié amb la teoria d’oscil-lacions no lineals.

Com a conseqliencia de l'interés pels cicles limit, la gilestié que es planteja és la
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seglient: “atés un sistema

- =P ' Y)s
gt (z,y) m
‘El% = Q(z,y),

amb P i Q polinomis, quants cicles limits té?”. Aquesta qiiestié ens condueix a una
altra de més ambiciosa citada a la segona part del problema nimero 16 de la famosa
llista de 23 problemes proposats per D. Hilbert (1862-1943) al Congrés Internacional
de Matematics (Parfs, 1900) i que és: “Determinau el nombre maxim, H(n), de cicles
limit del camp de vectors (IT), on P i @ sén polinomis de grau n”. Part de la fascinacié
d’aquest problema rau en la simplicitat del seu enunciat i part en el fet que, mentre
la hipotesi és algebrica, la conclusié és topologica. N.N. Bautin, [Bau, 1952], prova
que H(2) > 31 Shi, [S, 1979], i Chen i Wang, [CW, 1979], que H(2) > 4. H. Dulac,
en el seu classic treball [Dul, 1923], fou el primer a afrontar una prova de la finitud
del nombre de cicles limit pels sistemes polinomials pero, malauradament, la prova era
incompleta, com ha estat provat per Yu. S. Ilyashenko [I1, 1985].

Si per grific a S? (o R? 0 a un obert de S?) entenem una immersié orientada de
S! formada per punts singulars pi,...,Pm,Pm+1 = p1 (no necessariament diferents) i
orbites orientades regulars sy, ..., S, connectant-los de manera que s; és una separatriu
inestable de p; i una separatriu estable de pjt;; aleshores, de la Teoria de Bendixson
Poincaré i usant la compactificacié de Poincaré es pot veure que si I’equacié (1I) tengués
infinits cicles limits, aleshores la compactificacié d’aquesta tendria un grafic en el qual
s’acumularien infinits cicles limits. Per a la prova de la finitud del nombre de cicles
limit, Dulac introdui eines que encara ara sén imprescindibles (formes normals, séries
assimptotiques, etc.) 1 ana molt lluny en la direccié de la prova que 'aplicaci6 de retorn
(o aplicacié de Poincaré), associada a un grafic no podia tenir una acumulacié de punts
fixos. Per tant, el problema de Dulac o Teorema de Dulac és equivalent al problema
local: cap grafic pot ésser acumulacio de cicles limit, o el que és el mateix, ’aplicacié de
retorn associada a un grafic donat és o bé la identitat o admet, com a molt, un nombre
finit de punts fixos. Cal dir que Poincaré ja havia estudiat el problema de la finitud del
nombre cicles limit d’un sistema polinomial, arribant a la conclusié que 'existéncia de
grafics no és genérica.

R. Bamén, [Bam, 1987], ha provat que cap sistema quadratic, i. e. sistema
com (IT) amb P i Q de grau 2, pot tenir un nombre infinit de cicles limit. Més en
general, recentment, J. Ecalle, [E, 1990], and Yu.S. Ilyashenko, [12, 1990], han provat
el Teorema de Dulac, i.e. que que atesa una eleccié particular de coeficients per a un
sistema de la forma (II), el nombre maxim de cicles limit és finit. De fet, i com el
mateix Ecalle diu, “la caracteristica polinomial de ’enunciat del Teorema de Dulac és
una pista falsa i el genui enunciat és que els cicles limits d’un camp real analitic sobre
R? no poden acumular-se enlloc” (sic).

vii



Poca cosa més es coneix sobre la fita superior, si existeix, de H(n) i només es tenen
afitaments inferiors per a n arbitrari. Adhuc per a sistemes polinomials amb part no
lineal quadratica, aquesta és una qiiestié oberta. Val a dir, pero, que en l'actualitat hi
ha linies de recerca per tal de millorar el Teorema de Dulac. Concretament, 1’escola
d’ Ilyashenko, treballa en la prova de la finitud del nombre maxim de cicles limit per a
families multiparametriques genériques de sistemes del tipus (II).

Lo exposat anteriorment és una justificacié de 'interes que té I’estudi d’equacions
diferencials de certs tipus particulars. De fet, per exemple, s’han publicat més de 700
treballs relacionats amb els sistemes quadratics, vegeu [R, 1994 ], desde principi de segle.

La present memoria tracta sobre equacions diferencials al pla. Si es vol una des-
cripcié més detallada del contingut dels capitols, vegeu-ne el resum que es fa a linici
de cadascun d’ells. Tots ells poden ésser llegits de manera independent i contenen les
seves propies referéncies. Breument es poden descriure de la segiient manera.

En el Capitol I es déna una classificacié dels sistemes quadratics amb un punt
critic degenerat tipus “cispide”. La classificacié donada resol, en bastants casos i per
aquesta familia concreta, el problema plantejat per Coppel a [Co, 1966] referent a la
caracteritzacié del retrat de fase d’un sistema quadratic en termes de desigualtats entre
els coeficients del sistema. Una altra via d’aproximacié al problema considerat en aquest
capitol es pot trobar a [J, 1990], on part dels resultats s’obtenen numeéricament. El
punt clau que ens permet millorar els resultats que apareixen al treball citat ha estat
s de les families rotatories de camps vectorials. Vegeu [Duf, 1953] i [Pe, 1975].

Els segiients tres capitols tenen en comu la via d’aproximacié al control del nom-
bre d’orbites periodiques. Aquesta via, usada també per diversos autors (vegeu [Ch,
1976, per exemple) consisteix en demostrar que les orbites periddiques poden expresar-
se, en coordenades polars (r,f) (o en polars generalitzades, vegeu [Ly, 1966]) com
{r =r(8), 6 € [0,T]}. En aquestes coordenades la multiplicitat de les orbites periodi-
ques es pot controlar usant els reultats donats per [L11, 1979], o lleugeres modificacions
d’aquests.

En el Capitol II es tracten alguns problemes als sistemes quadratics i cibics. Més
concretament, es donen exemples senzills de bifurcacions uniparameétriques d'una banda,
es classifiquen afinment els sistemes quadratics que tenem l'infinit degenerat d’altra
banda i finalment es considera el problema del nombre de cicles limit dels sistemes
cubics amb l'infinit degenerat. Dels resultats sobre els sistemes quadratics que tenen
l'infinit degenerat que aqui s’obtenen, es dedueixen els de I’article [ChL, 1993].

El Capitol ITI estableix criteris per a ’afitacié del nombre maxim, la seva localitzacié
i Pestabilitat dels cicles limit que poden tenir les equacions diferencials al pla definides
per la suma de dos camps vectorials quasi-homogenis. Particularment, es déna un
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criteri per determinar quan aquests sistemes tenen, com a maxim, tres cicles limit.
Aquest treball generalitza resultats coneguts per a camps vectorials amb parts no lineals
homogenies. Vegeu les referéncies [CL, 1989], [L12, 1986] i [Lin, 1980], per exemple.

El Capitol IV tracta de sistemes d’equacions polinomials definits al pla en dos
trossos. Concretament, la recta y = 0 es pren com a frontera entre ambdoés sistemes.
Els resultats que s’hi obtenen sén del tipus dels de 'anterior capitol. Val la pena remar-
car que un gran nombre de problemes de la mecanica, electronica i Teoria del Control
Automatic usen aquests sistemes, vegeu [AKV, 1966], per exemple. En aquest ambit
es fa necessari reexaminar i, en alguns casos, redefinir conceptes de la teoria d’equacions
diferencials ordinaries. En aquest sentit [F, 1988] n’és una via d’aproximacié. Final-
ment volem fer notar que, en ’estudi de la multiplicitat del cicles limit d’aquests sistemes
és clau 1"as de la derivada Schwarziana, [H, 1968].

Es ben conegut que ’estudi de 1'estabilitat dels punts critics de tipus focus d’equa-
cions de la forma z = iz+ F(z,%), z € C es redueix al calcul de les anomenades constants
de Liapunov. L’obtencié d’expressions d’aquestes constants es complica ben aviat ja que
el nombre d’operacions involucrades augmenta rapidament. En el Capitol V es déna una
petita variacio del métode explicat a [ALGM, 1967] que usa especialment ’estructura,
complexa en lloc de prendre les equacions a R%. Aquesta variacié permet calcular de
manera senzilla les primeres constants V3 1 V5. També s’aplica la mateixa idea per a
obtenir expressions de Vi, V, i V3 per a un punt critic de tipus "focus” d'un sistema
donat per un camp amb una linia de discontinuitats.

Els resultats del Capitol I apareixeran publicats al Rocky Mountain Journal of
Mathematics, sota el nom “On Quadratic systems with a degenerate critical point”, i
els del Capitol III al Canadian Journal of Mathematics, sota el nom de “Differential
equations defined by the sum of two quasi-homogeneous vector fields”. Els resultats
dels capitols IIT i IV d’aquesta Memoria, estan fets en col-laboracié amb el Dr. B. Coll.

Agraeixo als Drs. A. Gasulli B. Coll la seva col-laboracié i el constant estimul que
m’ha suposat poder fer feina amb ells. Particularment he d’agrair al Dr. A. Gasull la
dedicacié amb queé ha dirigit aquest treball, i al Departament de Matematiques de la
Universitat Autonoma de Barcelona el suport i ’ambient de feina que allf hi ha i que
tant m’ha ajudat. Vull agrair a Na Maria i En Joan la seva hospitalitat.

Bellaterra, octubre de 1994.
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