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De que va
* R, en models de creixement de poblacions no estructurades

* R, en poblacions estructurades en un nombre finit d’estats
 La matriu de la generacio seguent
 Les coses no son tan clares: que entenem per un naixement?

e Estructura continua:
* R, enun model amb difusié en I'edat
* R, enun model de propagacié de bacteris en un hoste
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HIGHLIGHTS

* Derivation of different basic reproduction numbers R,
+ Construction of the next-generation matrix.

* Ry and discrete time structured population dynamics
* Ry and continsous time models of epidemics.

* Ry as a determinant of population growth or decay.
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The basc reproduction number Ry, s, by definition, the expected life time number of offspring of a
newbom individual. An operational zation entails a specification of what events are considered as “re-
praduction™ and what events are considered as “transitions from one individual-state to another™. Thus,
an element of ¢ hoice can creep into the concretization of the definition. The aim of this note is to clearly
expose this possibility by way of examples from both population dynamics and infectious disease epi-

© 2016 Elsevier Ltd. Al rights reserved.

1. Introduction

It may be that two population biologists, while dealing with the
same model, come up with different numbers, or different ex-
pressions in terms of underlying parameters, for the basic re-
production number Ro; see eg Bani-Yaghoub et al. (2012). k may
happen that both are right. The aim of this short note is to explain
the reason for this and to illustrate it with examples.

The key point is that there is sometimes a certain ambiguity in

the sign of Ry — 1is independent of the decomposition used and
that the prediction of exponential growth or decay is therefore
correctly made by any of the counting schemes.

As awarm up, we consider in the next section a population of
cells that divide into two upon completing the cell cyce. We adopt
a generation perspective, meaning that we do not care about
(variability in) the length of the cell cycle, but concentrate on the
production of offspring. We illustrate how language (in particular,
the assigning of name labels) and counting interconnect.

Nierrate time mardelc ars nften need when cpaxnnalitv ic a re-




R, nimero basic de reproduccié:
nombre esperat de descendents (en primera generacio)
d’un individu al llarg de la vida

R,>1 == Creixement de la poblacio

Ry<1l === Extincio




1. R, en models de creixement de poblacions no
estructurades




RO numero basic de reproduccio:
nombre esperat de fills d’'un individu al llarg de la vida

Exemple 1 (creixement —lineal- d’una poblacid): x'(t) = fx(t) — px(t)

B = taxa per capita de reproducci6, u = mortalitat
Nombre d’individus d’'una generacio: x

Nombre de superviventsa tempst: e #x, que estantenintfillsamb una taxa per unitat de temps: fe *x,

mm====) Nombre total de fills per individu: Ry = xifomﬂe_”rxodt =g
0

Exemple 2 (creixement —lineal- d’'una poblacié de cél-lules): x'(t) = 2Bx(t) — (B + w)x(t)

B = taxa per capita de divisio, yu = mortalitat
Nombre d’individus d’una generacid: x
Nombre de superviventsa temps z; e ~(FtHEx, que estan tenint filles amb una taxa per unitat de temps: 2Be~Frity,

m=====)  Nombre total de fills per individu: R = xifooo 2Be~BHillty dt =;—i
0



\
Pe ro . Exemple 2: poblacio cel-lular Exemple 1

x'(£) = 2Bx(6) — (B + w)x(8) = (B — Wx(t)
Constant de Malthus: r =8 — u

sign(Ry — 1) = sign(Ry — 1) = sign(r)




* R, en poblacions estructurades
en un nombre finit d’estats




Poblacions estructurades. com calculem R,,? =T
Els individus es troben en diferents estats (i = 1,..,n) A
(tenen diferent edat, mida, fenotip, posicié espacial, etc.) B
Exemple 3 (estructura d’edat, només un estat al naixement): Hi P M2
xq individusimmadurs X, individus adults 7 invers de I'edat mitjana de maduracié (f, = 0)
Xy = fr1Xq — TX; — Uy Xq + Boxy, (xl)fz( P1—T— U1 P> )(xl) X = Ax
Xy = TX1 — Hp Xy X2 T — Uy) \X2

Matriu de "transicid" M:= ( Carfn L ), Matriu de “reproduccié”: B: = (‘81 ﬁz)’ A=B—M

T

En una altra interpretacio (epidemiologica)

asimp

N N e
tomatics

B,

x; infectats asimptomatics, x, infectatssimptomatics simptomatic

f1 infecciositat dels asimptomatics, /5, infecciositat dels simptomatics, W, s
T probabilitat per unitat de temps que un individu asimptomatic esdevengui simptomatic

(1 probabilitat per unitat de temps que un individu asimptomatic es recuperi

1t probabilitat per unitat de temps que un individu simptomatic es recuperi
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x'=Ax, A=B-—-M

Com calculem R,,?

Matriu (operador) de la generacio segiient

Matriu (operador) de la generacio segiient:
(op ) g g G = fooo Be ™Mdt =B foooe_ert = BM~! (no negativa)

aplicant G a un vector de poblacio v obtenim la distribucié Gv de tots els seus descendents (en 12 generacio)

Elements fora diagonal de -M no negatius i cota espectral de -M negativa — ey M invertible i M ! no negativa

Exemple 3 (estructura en dos grups d’edat)

By BT B

— T+ﬂ10) _ (B B2 _pn_ -l T+u+(r+,u)u 1"y
M'_(—T Uy ,B.—(O 0),A_B M G=BM"1= 1 1M 2
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Com calculem K, ? R, és el radi espectral de la matriu de la generacio segiient G

(p(G))

Prova:
Genéericament, per a un vector no negatiu qualsevol v,
GMvy ||Gm+1v|| _ . N
cor W (w]| = 1), Gw = Aw, e A (valor propi dominant) (vl = X, v)

La composicio al naixement de I'emesima generacio s’estabilitza i creix multiplicant-se per A

Prob. que, en una generacié “madura”, un individu neixi a 'estat j: w.
J

Nombre (esperat) de fills al llarg de la vida d’un individu que neix a |'estat j: ||Ge]-|| =Xi1(Gep)i=Xi 1 gij
0,0 { 0,...0
R, = Nombre esperat de fills d’un individu (en una generacié madura): 25 = Ol 10 )
e c ) E(# a SC

11



Exemple 3. Estructura en dos grups d’edat (o d’etapes en una malaltia): un sol estat al naixement

B1 B2t & &
M: = ( T+ 258 0 )' B: = (.81 182)’ G=BM™1= < T+Uq t (T+u1) U2 Us ), 0 ‘L‘
2 0 O 0 0

Pero també

i = (_,31+T+.u1 _.32)' B = (0 0)'

(suposem 81 <7+ g
per tal que s(—M) < 0)

0 25 T 0
o ( 0 0 > e
G = BM_ = T ﬂZT 0 R\J — p(f, e
T+u1—f1 (t+u1—B1u2 ( T 181)“2

Dues interpretacions diferents del fet del naixement impliquen dues matrius de la generacié
seglent G diferents i dos valors diferents del nombre de reproduccio basic (si 3, > 0)

Pero només una cota espectral s(A) !!

12



“Afortunadament” es té el segient resultat:

O. Diekmann, J. A. P. Heesterbeek, M. G. Roberts (2010) (molt probablement abans en altres contextos)

Sigui el sistema d’edos lineals x’=Ax on els elements fora diagonal de la matriu A (n x n) sén no
negatius (aixo preserva positivitat).

Suposem que A = B -M on B ésno negativa i els elements fora diagonal de la matriu -M sén
no negatius i la cota espectral de —M negativa.

Sigui s la cota espectral de A i R, el radi espectral de G:=BM ! . Llavors

sign (s) = sign (R,- 1)

(en particular, sign (R, — 1) = sign (IF?T) — 1) de I'exemple 3 anterior, i també dels exemples 1i2 )



Avantatge de RO guan nomeés hi ha un estat al naixement: totes les files de la matriu de la seglient
generacio G son O tretde la primera o) o (G) =g,

Exemple 4: n grups d’edat ol = Aler Gl _Tf_u _[iz_u [303 ﬂf;
’ _ 0 T T—u 0 .. 0

A=
i IBR/T 0.. 0 T —T—U

RO:k:z E+1 nh
(z+1)

n
Polinomi caracteristicc: P(1)=A+u+1)" — z LGt T+ + 1)k
k=2
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Pero:

Exemple 5 (estructura en espai, més d’un estat possible al naixement) ‘ﬁl\ \
x4 individus al primer habitat X, individus al segon habitat
M2 u
X1 = B1X1 — TX1 — UXq + TX, (xl)'=<ﬁ1—f—ﬂ T)(xl) X = Ax ’ l
Xy = TX1 + BaXy — Txy — Xy, X2 ¢ B — T —u) \X2/’
T+ —T 0
Matriu de "transicio” M: = ( K ), Matriu de “reproduccié”: B: = ( B ), A=B-—-M
—T T+ u 0 B,

G L BGED B
o ou(u+ 27) Bat Bo(T+ 1)) ) R. = (B1+B2) T+ + (B1—B2)2 (u+1)2+4 1 B, T2
0 24 (p+27)
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2. Estructura continua:
R, en un model amb difusio en l'edat

 Fusterla

Ebenistaria

100
s |_ESPANA2015

16



Un continu d’estats individuals ——
Espais d’estats de la poblacio de dimensio infinita

Estructura per la mida amb difusio o edat fisiologica

ou  ou 0%u s
T 3. D3z =—Hu+ J, B@u(a,t)dap(a), a>0,
u(0,t) = DS2(0,6) = 0, @
u(a,t) densitat d’'individus respecte I'edat fisiologica a
D coeficient de difusio de I'edat fisiologica
2 mortalitat (suposadaindependent de I'edat per fer-ho més facil)

B(a) fertilitat

p(a) distribucio de probabilitat de I'edat fisiologica al naixement

(molt concentrada al 0, és clar!, suposada independent de I'edat —fisiologica- de la mare)

17



Un continu d’estats individuals <—— Espais d’estats de |la poblacié de dimensid infinita

Alternativament, si considerem I'edat concentradaa a = 0:

Estructura per la mida amb difusié o edat fisiologica

Ou(a,t) + d,ula,t) — D Ogqula,t) = —pula,t)
u(0,t) — D 9,u(0,t) = [ Bla)u(a,t) da

u(a,t) densitat d’individus d’edat fisiologica a
D coeficient de difusio de I'edat fisiologica
U mortalitat (suposada independent de |'edat per fer-ho més facil)

f(a) fertilitat

18



Un continu d’estats individuals <—— Espais d’estats de la poblacié de dimensio infinita

Estructura per la mida amb difusié o edat fisiologica

ou 2%u

— + o P ? = —uu + fomﬁ(a)u(a, t)da@(a), a>0,
u(O, t) — i (0,t) = 0, 0
u(a,t) densitat d’individus d’edat fisiologica a
D coeficient de difusio de I'edat fisiologica a
U mortalitat (suposadaindependent de 'edat per fer-ho més facil)
B(a) fertilitat
p(a) distribucio de probabilitat de I'edat fisiologica al naixement

(molt concentrada al 0, és clar!, suposada independent de I'edat —fisiologica- de la mare)
u' = —Mu + Bu,

-M un operador lineal no acotat a L! (0, ) amb domini les funcions de L! que satisfan les condicions de frontera,
a2 8
—Mu=D aal': — 8—2 — uu, amb cota spectral negativa, generador d’'un semigrup lineal 7(/)

B un operador lineal acotat a L' (0, c0) amb rang unidimensional generat per qo(a) f() dS cp(a)

19



(Bv)(a) = [, B(s)v(s)dsp(a)
R, = °

= radi espectral de 'operador de la segiient generacié G = fOoo BT(t)dt = BM~! (derang 1)

Go = jo " BT(O)g dt = Of Oj B(a)(T(D)p)(@)da ¢ dt = ( Oj B(@) Oj (T(t)w)(a)dtda) 0

=) R, = p(G) = j Ba) j (T(O@)@dt da
0 0

T(t)uy son les solucions de 7 6w EPa
— 3+ _-pD— =
ot " da " aaz
ou
u(0,t) —D—(0,t) =0,
da
L u(a,0) = uy(a).

—uu, a>0,

w = — My )

2(a—s)—t (a—s)2 (a+s)2

Golas ) = eovt (£ ST b (1t (3551

5

Dt 2 2

20



Ro = p(G) = j Ba) j (T(O¢)(@)dtda
0 0

00 20a=s)—t _(a=5)2 _ (a+s)? a
(T(1)p)(a) = ula,t) = / Golays, p(s)ds  Golawst) =t (B e e S b1t (32220)))
0

Ofoo(T(t)qo)(a)dt = jojoc:o(a, s,t)dt (s) ds - Ojoao(a, 0,t)dt = /Ooo eht . (e 7:; . ;Z (1 ~erf <2“¢+D_’;>)> dt.

quan @ (a) tendeix (formalment) a una delta al punta =0

_ (a—1)? @

E)f:'(T(t)qrﬂ)(a)dz: = /OOO ot (6\/% _ ;Z (1 — erf (;&))) dt.
[ errin (ot () ) o

1+uD)& o) oe)
_ e(1+nD) 5 / o~ (1424D)a?+2uDa /—xg‘%dx—/
MDﬁ a/D a/D

— 2 2_a
. (14+2uD)x” —2uDxy /2% — 5 dl’)

¢35 (1=v1+4uD) 1
|
2uD ( \/1—|—4uD)’

Comunicacio privada, A. Gasull (2018)

Ry = p(G) =/ 5(@)/ (T(t)p)(a)dtda ~ ] B(a) e~ VIFIDR) 5 g
0 0 (

’
L vl Dy



Dependéncia de R, del coeficient de difusié D D20 oo Bla)e " da

r

———— (0 (siperexemple, p és integrable)

L

Pero, per exemple:

B(a) = Boa’e™@

22



Un model de la microbiota: estructura respecte I'espai (I'intesti)

(unidimensional: linterval (O’ l)) Carles Barril, tesi doctoral, 2018

Y1

u(x, t) : densitat de bacteris enganxats a la paret
de ’intesti

v(x, 1) : densitat de bacteris arrossegats per l’intesti £ @

b(t) : poblacio de bacteris al medi extern

23



Un model de la microbiota: estructura respecte I'espai (unidimensional)
( Oyu(x,t) = yu(z, t) + av(x,t) — du(x, t) ‘ %\

Opv(x,t) = —c@xv(az t) + yov(z,t) — av(x,t) + du(x,t)  ° . 5 f

{
b'(t) = cv(l,t) — pb(t) — pub(t) =
cv(0,t) = pb(t) . \Q\ ===

U 271U u YU — Qv + ou
Bl v |=]| 2w |, M| v |=| av+vnwwt+av—>iu |, A=B-M
b 0 b —cvu(l) + pb+ pb
RO — : 2 -, o —(06'71 I 5'72 - '7114) + \/(01’71 + 5’72 = ’}/1A)2 + 4’71’)/2514 7 A = In ﬁ
e 27172

[ u 0 ) U —Yu — v + ou N L)l
Blwv =10 , M|l v ]|=| @' —pvt+tav—-du |, R():ﬁ =
b cv(l) b pb + pb

24



“Afortunadament” es té el seguent resultat:

H. Thieme, 2009

Suposem que —M és el generador infinitesimal d’un semigrup d’operadors lineals en un espai de
Banach ordenat X i que la cota espectral de —M és negativa. Suposem que B és un operador positiu.

Suposem que els operadors resolvents de —M i de B — M son positius.
Diem s =s(B — M) a la cota espectralde B—M i R,= p(BM~1) al radi espectral de BM~!

Llavors
sign (s) = sign (R,- 1)
A més,

Si el semigrup és analitic, una cota espectral negativa del seu generador implica que el semigrup
tendeix exponencialment a 0 i una cota espectral positiva implica que el semigrup és inestable.
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