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A. Calsina en col·laboració amb C. Barril, S. Cuadrado i J. Ripoll

O  “Les equacions lineals encara amaguen secrets”



De què va

• R0 en models de creixement de poblacions no estructurades

• R0  en  poblacions estructurades en un nombre finit d’estats
• La matriu de la generació següent

• Les coses no són tan clares: què entenem per un naixement?

• Estructura contínua: 
• R0 en un model amb difusió en l’edat

• R0 en un model de propagació de bacteris en un hoste
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R0 número bàsic de reproducció: 

nombre esperat de descendents (en primera generació) 

d’un individu al llarg de la vida

Creixement de la població

Extinció
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1.   R0 en models de creixement de poblacions no 
estructurades
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R0 número bàsic de reproducció: 

nombre esperat de fills d’un individu al llarg de la vida
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�� � = 2�� � − (� + 
)�(�) = (� − 
)�(�)
Constant de Malthus: r = � − 


� = �

 �� = 2�

� + 


���� � − 1 = ���� �� − 1 = ����(�)

Però: Exemple 2: població cel·lular Exemple 1
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• R0 en poblacions estructurades

en un nombre finit d’estats
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Poblacions estructurades. Com calculem R0 ?

Els individus es troben en diferents estats (i = 1,..,n) 
(tenen diferent edat, mida, fenotip, posició espacial, etc.)

En una altra interpretació (epidemiològica)

asimp

tomàtics simptomàtics

2β

1β

immadurs
adults

2β

1β

µ1

µ1
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Matriu (operador) de la generació següent: 

aplicant G a un vector de població v obtenim la distribució  Gv de tots els seus descendents (en 1ª generació)

Elements fora diagonal de  -M  no negatius i cota espectral de  -M  negativa  M invertible i M -1 no negativa

Exemple 3 (estructura en dos grups d’edat)

Matriu (operador) de la generació següent

Com calculem R0 ?



R0 és el radi espectral de la matriu de la generació següent G   

( ρ(G) )

Genèricament, per a un vector no negatiu qualsevol v,

���
��� → �, � = 1 , 		�� = ��, 		 �����

��� → �		  !"#�	$�#$�	%#&��!�� 												( � = ∑  ())(*+
La composició al naixement de l’emèsima generació s’estabilitza i creix multiplicant-se per �
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Prob. que, en una generació “madura”, un individu neixi a l’estat j: wj

Nombre (esperat) de fills al llarg de la vida d’un individu que neix a l’estat j: �,- = ∑ (�,-)(=)(*+ ∑ �(.)(*+

R0 =    Nombre esperat de fills d’un individu (en una generació madura):

∑ /(0""	1!��	�!�23�	!	"�0��!�	4)).*+ ·E( # fills havent nascut ell a l’estat j)

=  ∑ 6. ∑ �(.)(*+).*+ = ∑ ∑ �(.6.).*+ = ∑ (�6)()(*+)(*+ = �∑ 6()(*+ = �

Prova:

Com calculem R0 ?
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Exemple 3.  Estructura en dos grups d’edat (o d’etapes en una malaltia): un sol estat al naixement

		� = 789+ = :�
;<=� + :>;

(;<=�)=> 						:�=>													0																													0	 , R0	= @ � = 	 :�
;<=� + :>;

(;<=�)=>8:= B + 
+			0		−	B									
C	 , 7:= �+			�C	0					0 ,

8D ≔ −�+ + B + 
+	 	− �C										0														
C ,  	7D ≔ 0			0B				0 ,

�� = 7�8D9+ = 0																																	0;
;<=�9:� 								 :>;

(;<=�9:�)=>
, FGH = @ � = �CB(B + 
+ − �+)
C

7 −8 = 7� −8D = I

Dues interpretacions diferents del fet del naixement impliquen dues matrius de la generació 
següent G diferents i dos valors diferents del nombre de reproducció bàsic  (si �+ > 0)

Però només una cota espectral  s(A)  !!

Però també
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“Afortunadament” es té el següent resultat:

Sigui el sistema d’edos lineals    x’=Ax on els elements fora diagonal de la matriu A (n x n) són no 

negatius (això preserva positivitat). 

Suposem que  A = B - M   on  B és no negativa i els elements fora diagonal de la matriu  -M són 

no negatius i la cota espectral de –M negativa. 

Sigui s la cota espectral de  A i  R0 el radi espectral de   G:=BM -1 . Llavors

sign (s) = sign (R0 - 1)

O. Diekmann, J. A. P. Heesterbeek, M. G. Roberts (2010) (molt probablement abans en altres contextos)

(en particular, sign (R0 − 1) = sign (�H − 1) de l’exemple 3 anterior, i també dels exemples 1 i 2 )
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Exemple 4: n grups d’edat �� = I�, !&J	
A= 	

−B − 
							�C	 														�K		…																							�)			B										 − B − 
										0				 … 																						0			0																	B															B − 
					0	 … 												0……0… 																																	0												B							 − B − 
� = M �N/B
B + 1 )9N
)

N*C

/ � = � + 
 + B ) −M�NBN9+ � + 
 + B )9N
)

N*C
Polinomi característic:

Avantatge de  R0  quan només hi ha un estat al naixement: totes les files de la matriu de la següent 

generació G són  0  tret de la primera ρ (G) = g11
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�:= 1

(
 + 2B)

�+ B + 
 										�+B								�CB										�C B + 
 R0 = 
:�<:> ;<= < :�9:> > =<; ><P:�:>;>

C=(=<C;)

Exemple 5  (estructura en espai, més d’un estat possible al naixement)

�+ individus al primer habitat �C individus al segon habitat 

Q�+� = �+�+ − B�+ − 
�+ + B�C,�C� = B�+ + �C�C − B�C − 
�C,
�+�C

� = �+ − B − 
														B				B													�C − B − 

�+�C , R� = I	R

Matriu de "transició"			8:= B + 
			 − B		−	B									B + 
 ,     Matriu de “reproducció”: 	7: = �+			0	0					�C ,  I = 7 −8

Hàbitat 1
Hàbitat 2

2β

1β

Però:
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2. Estructura contínua: 

R0 en un model amb difusió en l’edat
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Un continu d’estats individuals

Espais d’estats de la població de dimensió infinita

Estructura per la mida amb difusió o edat fisiològica

densitat d’individus respecte l’edat fisiològica a

D coeficient de difusió de l’edat fisiològica
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Un continu d’estats individuals Espais d’estats de la població de dimensió infinita

Estructura per la mida amb difusió o edat fisiològica

densitat d’individus d’edat fisiològica a

D coeficient de difusió de l’edat fisiològica

Alternativament, si considerem l’edat concentrada a   a = 0:
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Un continu d’estats individuals Espais d’estats de la població de dimensió infinita

Estructura per la mida amb difusió o edat fisiològica

densitat d’individus d’edat fisiològica a

D coeficient de difusió de l’edat fisiològica
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R0  = 
= radi espectral de l’operador de la següent generació G = T BU � %� = 789+	V

 	 (de rang 1)

�W = X 7U � W	%� = X X � ! U � W ! %!	W	%� = X �(!)X U � W ! %�%!
V



V


W	

V



V



V


U � 3 són les solucions de  Y3
Y� +

Y3
Y!  − Z 

YC3
Y!C = −
3, 	! > 0,  

3 0, � − Z Y3
Y! 0, � = 0, 

3 !, 0 = 3 ! .  
on la funció de Green ve donada per

� = @ � = X �(!)X U � W ! %�	%!
V



V
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Comunicació privada, A. Gasull (2018)

X U � W ! %� = X X � !, �, � %�	W � 	%� → 	X � !, 0, � %� =
V



V



V



V


quan W ! tendeix (formalment) a una delta al punt a = 0 

	� = @ � = X �(!)X U � W ! %�%!
V



V
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Dependència de R0 del coeficient de difusió D

�]=

� ! = �!C09^
�]

Però, per exemple:

(si per exemple, β és integrable)
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Un model de la microbiota: estructura respecte l’espai (l’intestí) 
(unidimensional: l’interval (0, l ))

u(x, t) : densitat de bacteris enganxats a la paret 

de l’intestí

v(x, t) : densitat de bacteris arrossegats per l’intestí

b(t) : població de bacteris al medi extern

Carles Barril, tesi doctoral, 2018
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Un model de la microbiota: estructura respecte l’espai (unidimensional)

Alternativament

A = B - M
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“Afortunadament” es té el següent resultat:

H. Thieme, 2009

Suposem que  –M és el generador infinitesimal d’un semigrup d’operadors lineals en un espai de 

Banach ordenat X i que la cota espectral de  –M  és negativa. Suposem que B és un operador positiu. 

Suposem que els operadors resolvents de –M  i de  7 −8	 són positius. 

Diem   s = s(7 −8) a la cota espectral de 7 −8 i   R0 = @ 789+ al radi espectral de 789+
Llavors

sign (s) = sign (R0 - 1)

A més,

Si el semigrup és analític, una cota espectral negativa del seu generador implica que el semigrup 

tendeix exponencialment a 0 i una cota espectral positiva implica que el semigrup és inestable.



26

Cushing, J. M, Diekmann, O. The many guises of R0 (a didactic note). J. Theoret. Biol. 404 (2016)

Thieme, Horst R. Spectral bound and reproduction number for infinite-dimensional population structure and 

time heterogeneity. SIAM J. Appl. Math. 70 (2009), no. 1, 188–211

Barril C., Calsina À., Cuadrado, S., Ripoll J. R0 in a diffusive size-structured population model. En progrés

Michel, Ph., Touaoula, T. M. Asymptotic behavior for a class of the renewal nonlinear equation with 

diffusion. Math. Methods Appl. Sci. 36 (2013)

O. Diekmann, J. A. P. Heesterbeek, M. G. Roberts The construction of next generation matrices

for compartmental epidemic models. J. R. Soc. Interface 7 (2010) 

Barril C., Calsina À., Ripoll J. On the reproduction number of a gut microbiota model. Bull. Math. Biol. 79 (2017)


